قررت وزارة التربية والتعلیم تدریس ي 
هذا الكتاب وطبعه على نفقتها © 


تل 000 
او َو + ٗ 


الا ٠‏ هچ 
we ¢‏ 
للصف الثاني الثانوي 


قسم العلوم الطبيعية 
الفصل الدراسي الأول 


تأليف 
د. سلمان عبد الرحمن السلمان د. محمد عبد الرحمن القویز 
د. فوزي أحمد الذكير د. عبد الله محمد الراشد 
د. صالح السنوسي أ. محمد أمين شاکر 
د. محمد عبد الرحمن القاضي أ. قاروق عبد الرزاق الحدبان 


_ ۱۲۷ هه ۱۳۸ص 


٦ھ‏ ۲۰۰۷م خعن ےائاولایباع 


(ع) وزارة التربية والتعليم ۰ ٩۱:۱ه‏ 


فهرسة مکتبة ا ملك فهد الوطنية آثناء النشر 

السعو دية , وزارة التربية والتعلیم 

الریاضیات : للصف الثاني الثانوي : قسم العلوم الطبيعية الفصل الدراسي 
الأول -ط ۵ الرياض. 


۰ص سم 


ردمك : ۲۲۲-۹ - ۱۹ - ۹۹٦۰‏ (مجموعة) 
4۹٦۰-۱۹-۲٢۲۳ -۷‏ (ج۱) 
١‏ - الریاضیات - كتب دراسیة ۲ - التعلیم الثانوي - السعودية - 
کتب دراسية أ - العنوان 
ديوي ١١٥:۷۱۲‏ ۸۸۱۲۷ 


رقم الإيداع : ۱۹/۲۱۸۲ 
ردمك : ۹۹۱۰-۲۲۲۹ (مجموعة) 
لا ۹۹۱۰-۲۲۳ ف 


آشرف على الا عداد و الا نتاج 


إذا لم تحتفظ بهذا الکتاب قي مکتبتك الخاصة في آخر العام للاستفادة 


فاجعل مكتبة مدرستك تحتفظ به 5 


101890 5 موقع الوزارة 
او ی ار جر 
موقع الادارة العامة للمناهج 
www.moe.gov.sa/curriculum/index.htm‏ 
البريد الالکترونی للإدارة العامة للمناهج 
curriculum@moe,gov,sa‏ 


مسدمه 


الحمد لله رب العالمین؛ علم بالقلم. علم الإنسان ما لم یعلم. والصلاة 
والسلام على من بعثه الله تعالى معلمّا فأخرج الناس من الظلمات إلى النور. 
سيدنا محمد سيد الأولين والآخرين وعلى آله وصحبه أجمعين. 

آما بعد: فإننا نقدم لأبنائنا الطلبة 2 الصف الثاني الثانوي- قسم العلوم 
الطبيعية- الجزء الأول من كتاب الریاضیات. وفق المنهج الجديد الذي اعتمدته 
وزارة التربية والتعلیم. والذي تمت مناقشته 2 ندوة ضمت ممثلين للجامعات 
السعودية وعددًا من المربين والباحثين والميدانيين (من معلمين وموجهين) من 
مناطق مختلفة من الملكة. وذلك خلال المدة )٠١-4(‏ من جمادى الآخرة لعام 
۲ ه. جاء هذا الكتاب مبنيا على كتاب الصف الأول الذي بدي بتدريسه عام 
٤‏ / ۱۶۱۵ه الدراسيء وعلى النهج نفسه فزودناه- ما أمكن- بالتدريبات 
المباشرة وحاولنا ربط المفاهيم والمهارات بحياة الطالب العملية وما يتلقاه من 
مختلف المواد الدراسية وما 2 هذا العصر من معطيات تقنية بالإضافة إلى 
تراشا المشرق وحضارتنا الاسلامية الزاهرة. 


الباب الأول : العملیات الثنائية والزمرة .' 


الباب الثاني : المصفوفات وا لحددات . 


آ2 

الباب الرابع : الأعداد المركية . 

وقد تم عرض ماورد في هذا الكتاب بشكل يساعد الطالب على التعلم 
لذاتي ارت رس ح۳ لل ال ال 
وتم ایضاحها من خلال آمثلة متنوعة . لعلها تساعد الطالب على استیعاب 
هذه العلومات » ونصیحتنا إلى طلابنا أن یجعلوا هذا الکتاب مرجعهم في 
لتعلم والذاکرة ؛ ونهیب باخواننا العلمین أن یوجهوهم إلى ذلك ۰ وآن 
یتجنیوا استیدال اللخصات یما فی هذا الکتاب , لأن اعتماد الطالب علی 
ت التي يعدها CES a‏ ۷ قی 


1 


آملنا أن تصلنا من |ٍخواننا العلمین ملحوظاتهم مقصلة - من خلال 
لا اناد اک لی كارن الا ر دعواتا آن الحمد له 
رب العالین وصلی الله على سیدنا محمد وعلی آله وصحبه ومن تبعه 
لسن ان بر ا 


الریاض فی ۲۱ من ذی القعده ۱۶۱۳ ه . 


المؤلفون 


ی۔ٔےےوو mw‏ 
الفهرس 


الموختصيوع الصفحة 


الباب الأول : العمليات الثنائية والزمرة 5 


۲-۱ العمليات الثنائية SRE Reh) ٠٠٠-١‏ ا 
۳۰-۱ الجداول والعمليات الثنائية ا ا 000 ۹ 


- ۶ خاصة الابدال ...... ہکےہ درم و پر بت 1 وو او ریپ 0:9-0 ۲۷ 


جا ای ER‏ جیوچیپ ی ی و قرو موه ددشت ا و۳۵ 
دم الزمرة وخوانها هو هوجو ده یرومم سوه عجوب یاب 1 
۱ الوض الا تیف یی مو و وود ہہ یشم و وه ددم موی ۶۹ 


الباب الثاني : الصفوفات والحددات تن 
۷> ۹ سب ود وو و وو دوجود 
٢-٣‏ بعض أنواع المصفوفات المشهورة یپ٣ Es EERE a‏ 
٣-٣‏ جمع الصفوفات ؛ وضرب مصفوفة بعدد حقيقي 00011900000 


۲ - ۵ النظير الضربي لمصفوفة > س +8 
٩-۲‏ يعض التطبیقات البننیظة على الصقوفات. ادد دد nn‏ 1۹۶ 


- حل نظام معادلتین من الدرجة الأولی في مجھولین 7 یھ 
- تطبیقات متنوعة 


الثة في حل آنظمة العادلات الخطية ...ت٠ ١١8‏ 


۲ - ۷ استخدام الحددات من الدرجة الثانية والثا 


الموضخوع الصفحة 


۱-۳۴ المحة تاريخية 
٢-٣‏ مفاهيم أولية .. 
NON , ۳۴‏ دیجم عه م واكك دول ل د سم عزو ا ع ود مس رخ 
۴ - 8 تبسيط بعض قيم اللوال الدائرية تست او 
۴ - ۵ التمثيل البياني لدالتي الجيب وجيب القمام تسس ۱۷۹ 
٦-٣‏ الدوال الشلشية للزاوية وتطبيقات حساب الثلغات چیجییوک ا RE‏ 
۳ - ۷ الدوال الداثرية لمجموع زاويتين أو الفرق بینهما 
۸-۳ الدوال الداثرية لضاعفات الزوایا.......... 


۴ - ۱۱ العلاقة بين قیاسات ژوایا الكلك واطوال اضلاعه . eam‏ ۲۱۵ 


الباب الرابع : الأعداد المركبة N‏ 
ا - ٣‏ اخاجة إلى توسيع الأعداد الحقيقية س ۲۲۹ 
۳-٤‏ الأعداد المركبة والعمليات علیها 


ؤ0 القواضن الجبزيسة للأغداة المركية وم و ول 
٤‏ - ۵ جذور العادلة التربيعية 24و و 0 E‏ 


3-24 التمقیل الهندسي للاعداد الركية ج .تسس ویب 
۷-٤‏ ال جذور التكعيبية للعدد ۱ ... 


العملیات الثنائية والزمرة 


۲ امه ند ۰ 
۲-۱ العملیات الثنائية . 
۳-۱ الجداول والعملیات الثنائية . 


)7۲ اجان 


۹ھ خاصه التجمیم . 
٦‏ "نج ات 
۷۱ اا 


٤‏ كرا ها 
+۶۷٦‏ + 


. النظام ذو العمليتين الثنائيتين‎ ۱۰ - ١ 


۱-۱ تمهيد 


سبق لك التعرّف على التطبیقات , ورأيت أن علاقة كالممّلة سهمياً بالشکل ( ۱ - ۱ ) تدعی 


مجاله المجموعة سے [ ( »ب »ج ) حت 
ومجاله امقابل الجمومة صبد [ ۰۱ ۳۰۲) ای[ 

وقد سبق أن سمینا الخطط السهمي بیان التطبيق , ذلك البیان 

الذي سنعپر عنه بالجموعة ((۰۶١)٠(ب‏ ۲۰) ۰(ج ))۲۰‏ “٭ سس 


5 3 ۲۱-۱ 
ومن الواضح لديك أن مدى هذا التطبيق هو الجموعة ( ۲۰۱ ) ج 


را مان زع سكن :اي EG‏ 

تطبیق مجاله مجموعة الاعداد الحقيقية ح ومجاله القابل ح وکل عنصر س من المجال 
پرتبط به مقابله ر (س )< ۲ س + ٣‏ من الجال القابل . فالمنصر ٤‏ , مثلا ؛ 
5-7 ور +۲ ۱۱ 

وبصورة عامة , فك تستطيع تعریف تطبیق بافتراض 

مجموعة تعتبرها مجالاً , ومجموعة أخرى , قد تکون الأولی نفسها , تعتبرها مجالاً مقابلاً ء 
وبیان ( أو قاعدة للربط بین الجموعتین ) على أن یکون 

لكل عنصر من الجال مقابل واحد ( وواحد فقط ) في الجال القابل . 

فلو آردت مثلاً ؛ تعریف تطبییق مجاله سرد = و ومجاله القایل تنب تقبها. لخصلت 
على ۶ إمكانات تمدُلھا الخططات المبينة بالشکل ( ۲۰-۱ 


C904‏ ون و 


7ك" 


تعال نبحث عن نمط آخر من التطبیقات : 

لتکن لدینا الجمومةسیدت [ ( + ب ) 

فیکون الجداء الديكارتي : سح × سبد = [(۰۱(۰)۲۰۲ ب ) ۰(ب ۰)۲۰(ب ۰ب ) ) 

قلق أتخذت المجفوغة برد × مب هجالاً لعلاقة مجالهاً امقابل سيم : 

فان بامکانك الحصول ,على نماذج من تك العلاقة , موضيع بعضها بالخططات اة 
بالشکل (۲-۱) : 


ولو رجعت إلى تعریف التطبیق وهو : 


« لكل عنصر ( وهو هنا زوج مرتب ) من الجال مقابل واحد فقط في الجال القابل » لوجدت أن 
كلاً من العلاقتین رم ١‏ ر تطبيق مجاله سید × سم ومجاله المقابل سید. بینما العلاقة ر ليست 
تطبیقاً لان العنصر ( ب ۲۰ ) من الجال لیس له مقابل , وكذلك العلاقة ر, ليست تطبيقاً لان العنصر 
(۱ ۰ب ) له آکثر من مقابل . 
تدریب ( ۱۱ ) 

أوجد مدى كل من التطبیقین ر »ر وحدد نوع کل منهما ( شامل » متباين ) . هل یمکن 
إيجاد تقابل منسہ× سر إلى سہ ؟ ولاذا ؟ هل يمكن إيجاد تطبيق متباين ؟ ولماذا ؟ . 


۲-۱ العملیات الثنائية 
(۱) إذا رجعت إلى ما تعلمته في الراحل السابقة وما درجنا على تسمیته بالعطیات الاربع وهي 
الجمع والطرح والضرب والقسمة على الجموعات العددية ؛ فإنك ستذکر أنه : 
٭ بجمع أي عنصرین من مجموعة الاعداد الكلية ك نحصل على عنصر من ك ؛ فمثلاً : 
ه + 4 = ۹ء أي أن عملية الجمع ثمکننا من أن نقابل کل عددين كيين بعدد کي نسمیه 
(۰۰) ہے ۱ء وکذك (۰۰۲) ہے ۲ 
وبصورة عامة : لكل  (‏ ب) 3 ك×ك مقابل ح هو (0+ ب ) ينتمي إلى ك 
يتعين بذلك تطبیق مجاله ك × ك ومجاله القابل ه والاي هو عملیة الجمع العرفة على لد 
دالتي تقرن کل زوج مرتب ٢(‏ ۰ب 21 ك “ا ك پعنصر وحید ح = ( + ب 3 لك . 
وهذا العنصر - كما تعلم - ندعوه : ناتج جمع العددین ( و ب ( أو مجموعهما ) . نعبر عن هذا 
التطبیق ( أو هذه العملية ) على النحو الاتي : 
اد جا الا ال سس ان 
(at‏ 
(7:ب) یت إن 
+ وكذلك فان التطبیق 
> :اص ۷ صہ لله ص 
)1=( 


(٢:ب)‏ ہے ا-ب 


هو عملية الطرح المعرّفة على مجموعة الاعداد الصحیحةص۔ والتي تقسرن كل زوج مرتسب 
(۰۴ب ) 3 ص × مر بعنصر ج = - اب 3 ص ( وهوناتج طرح العدد ب من العدد ٣‏ ) 


+ وبالمثل فإن التطبیق : 


1 ی کان ۱ 
و ا 
(۱.ب) > ؟×ب 
هو عملیة الضرب العرفة على مجموعة الأعداد النسبية ن والتي تقرن کل زوج 
مرب (۰۱ب )3 ن × ن بعنصر وحید د = ١‏ »اب 3 ن ( وهو مانسميه ناتج 
ضرب ۲و ب آو جداء( و ب ) 
+ والتطبیق : 
ی اس یه 
و 1 وک 
(۲ ,ب) سے ۲ ج ب 
( حيث ح* مجموعة الاعداد الحقيقية ح محذوفاً منها الصفر ) هو عملية القسمة العرفة على 
ود کف 5 ۲ ۳ 
ح٭والتي تقرن کل زوج مرتب (۰۲ ب )3 ع*ع* بعنصر وحيد ج -< + ب - 5 3 ع* 


( وهو ناتج قسمة ۴ علی ب ).۰ 


ڑا ا ول + روصم این 


آما التطبیق : 
اہین 
یی جم + ب 


و عام الح على مج موي الاعدان ايک طط الستی تفنون كل زوع مرفي 
(۰۲ ب) کال ×ط بعنصر وحید ج < ۶ + ب خو ن . لاحظ هنا آنه لایمکنك اعتبار 
العملية « + » تطبیقاً مجاله ط *< ط ومجاله القابل ط لان د قد لاینتمی ای ط . 


ب 


EY 
ط × ط بینماگ 3 ط.‎ 3 )۰۰٤( 


لعلك تلاحظ أنه في كل من التطبیقات ( العمليات ) ( ١‏ - ۱ ) إلى ( ١‏ - ۶ ) كان المجال هو 


الجداء الديكارتي للمجموعة العرف علیها التطبیق والجال القابل هو الجموعة نفسها ( ونعبر عن 
ذلك بقولنا إن جمیع نواتج العملية تنتمي إلى الجموعة نفسها ) . 
آما في التطبیق ( ١‏ - ه ) فإنه بالرغم من أن الجال هو الجداء الديكارتي للمجموعة ط إلا أن 
الجال القابل , كما رأينا , لايساري ط ( ونعبر عن ذلك بقولنا إن نواتج العملية قد لاتنتمي 
إلى الجموعة نفسها ). 
تدریب ( ۲۱ ) 
عبر عن كل عملية فيما يلي کتطبیق , على النحو الذي رأيت في هذا البند , بحيث یکون الجال 
المقابل ‏ إن أمكن , هو الجموعة نفسها . 
(۱) عملية الجمع على صب ٠‏ 
(۲) عملية الطرح على ط . 
(۳) عملية الضرب على ح 
)٤(‏ عملية القسمة على ن٭ حيث ن* <ن - [ ]٠‏ . 
(۲) إن التطبيق الجديد الذي تعرفت عليه من خلال الأمثلة السابقة والذي مجاله الجداء الديكارتي 
سب × سيم ومجاله المقابل سرم ندعوه : عملية ثنائية على سرم. 
فالتطبيق ( ١ - ١‏ ) هو عملية ثنائية على ك 
والتطبيق ( ١‏ - 5 ) هو عملية ثنائية على صر 
والتطبيق ( ١‏ - ۳ ) هو عملية ثنائية على ان 
والتطبيق ( ١‏ - ؛ ) هو عملية ثنائية على ح* . 


أمَا التطبيق الذي مجاله سہ × سید ( سر عد ©) ومجاله المقابل مجموعة أخرى ع علد سرم 
فإننا لاندعوه عملية ثنائية على سه فمثلاً » التطبيق : 


- : ك رل سس ص 
,١(‏ ب) ا ۲ - ب 
وعليه نستطیع تقديم تعریف العملية الثنائية : 
تعریف (۱-۱): 
إذا كانت سيم مجموعة غير خالية » فإننا نسمي أي تطبیق مجاله الجداء الديكارتي 
سم × سيم ومجاله المقابل سير عملية ثنائيةمعرفة على س-. 


تدريب كس 


أي العلاقات الواردة في التدريب ( ١‏ - ۲ ) هي عملية ثنائية ؟ ولماذا ؟ 


(۳) ليس من الضروري أن تکون العملية الثنائية إحدى العملیات الأريع ( + ء -, ,+ ) فإذا 
لم يكن للعملية رمز مستخدم عادة » فاننا نرمز لها بأحد الرموز  *»‏ ۵؛ ۰۲ ۰۵۰0 بت الخ 2 


كما سيظهر في الأمثلة القادمة إن شاء الله . 


تعریف (۲-۱): 
إذا کانت‌سسمجموعة غير خالية وکان ٭ تطبيقاً مجاله‌سید«س-ومجاله القابل ع فإننا نعبر 


عن ذلك » أحياناً , بالزوج الرتب (سرم؛ « ) وندعوه نظاماً ذا عملية وإذا كانت ع <ےسہفإن 
الزوج (سپہ٠‏ + ) يدعى نظاماً ذا عملية ثنائية أو نظاماً مغلقاً . 


یلاحظ من التعریفین (۲-۱(۰)۱-۱) ما يلي : 
(۱) تكافؤ العبارات الآتية : (۲) ٭ ( وتقرأ العملية نجمة ) عملية ثنائية معرفة على سيم 
(ب) (سیم. « ) نظام ذو عملية ثنائية ‏ (ج) (سی-. » ) نظام مغلق . 
(۲ ) تکافؤ العبارتین : « (سی-, » ) نظام نو عملية « و » ٭ تطبیق مجاله سید × سرد ومجاله 
القابل مجموعة ما ء ع , قد لا تكون محتواة في سرد » . 


(۱) إذا كانت ٭ معرفة على ن كما بلي : 


+ ب 
۲ 


55 


+ 


فإن ( ن ؛ + ) نظام مغلق ؛ لان وف لاي عددین ‏ ,ب 3 ن. 


(۲) إذا وضعنا المجموعة ك مكان المجموعة ن في ( ل ) فت تلاحظ ا + ) نظام ذو 
عملية ولكنه لیس نظاماً مغلقاً ؛ فمثلاً : ٣ » ٢‏ = ات ۔ اح 
ناآالافقتت : 
إذا كانت سید = (۰۱ ۲ ) فان 
سپ تسود جا سوم 2 [ (۳۰۳(۰)۱۰۲(۰)۲۰۱(۰)۱۰۱)) 
(۱) يمكن تعریف عملية ثنائية © على سیم كما يلي 
1 ۰۵ رگ و٠ BEN TRY ETOYS‏ و TOS‏ ۱:2 
لاحظ أن ( سر , © ) نظام مغلق »كما أن ١‏ 8 ۲ سے ۲ © ۱ 
(۲) يمكن تعريف عملية ثنائية أخرى على سرم, ولتكن ٭ ٠‏ كما يلي : 
ل ل TET RSE:‏ نے ال TOTEM‏ و ظا ےا 


لاحظ أن (سرہ؛ * ) نظام مغلق وان ۱ ۶ ۲ = ۲ » ۱ 


عيّن عملية ثنائية على سیم في المثال ( ١‏ - 5 ) مختلفة عن العملیتین © »> + الواردتین 
في ذلك المثال 

مثال ( ۳۱) : 

لنعرف عملية © على ك كما يلي 


۲ 


۴ سے ہب 


إن (ك ۰ © ) نظام مفلق :لان + با 3 ل .اي أن مجموع مربعي عددین 
كليين هو عدد كلي . 

وتجدر الاشارة هنا إلى أن العملية الثنائية 0 في هذا المثال معرفة بالق‌اعدة : 

۶ 8 بے + با 

بینما العملیتان ٭ ۰ © في الثال ( ١‏ ۲ ) معرفتان بتحدید صورة كل زوج مرتب على حدة . 

: ) ٤-۱ ( مثال‎ 

لتكن سیم مجموعة الجموعات الجزئية لمجموعة (۶ء ب ؛ ح ) » أي أن : 

سدع (۰ (۲) ,(ب ) ,(ح)۰۱(۰ ب )۰( ح] (ب,حد) ۰ (۲ »بح ) ] 
وتدعی سپم مجموعة أجزاء الجموعة [( ب »د ) . 

(۱) لاحظ أن اتصاد کل عنصرین من عناصر سر عنصر ينتمي إلى سہ أي أن عملية الاتحاد 
« لا »على س هي عملية ثنائية وهذا يعني أن (سپہ؛ ل|) نظام مغلق , فمثلاً : 
(۶) لا(۰)<۰۱(<)<:۲ 0 لا(ب )<([ب ]. 

[۶,ب) لا(ح)<(۲ ,بح ] . 

(۲) إذا كانت سم =( (۲(۰۵) ۰( ب ) ,(ح)۱(۰,ب )۰ (9+ح) [ب)ى]]. 
وتدعی سيم مجموعة الجموعات الجزئية الفعلية لمجموعة ( ۶ » ب ؛ د ) 

فان ( سیح . ) نظام غير مفلق , أي أن« لا » ليست عملية ثنائية على سم لان 
fanfare. )9[‏ مم 

مثال ( 9-۱) : 

إذا كانت ط <(۱ء ۰۲ ۰۳ ۰.۰.۰۰ ) وعرفنا عملية لل على ط على النحو الآتي : - 


لاي عددین س »ص 3 ط فان : 


س ے ص = القاسم الشترك الاکبر؛ للعددین س ؛ ص . فمثلاً : 
٥ھ‏ 2 ۰ ۵۳۸۰ 2۱۷۵۱۱۰۱۸۰۱۸ ١۱ء‏ وهکذا .. ان (ط ۵۰ ) نظام مفلق . 
تدریب 92۱ ) 
(0) بالنسبة للعملية 2 في المثال ( ۱ - ۰ ) أكمل مايلي : 
OSE ۹٤‏ کے ج 

(ب) ناقش صحة کل من العبارتین التاليتين : 

(۱) إذا کان (سرہ؛ ٭ ) نظاماً مغلقاً فإن (سپہ؛ * ) نظام ذو عملية . 

(۲) إذا کان (سپہ: ٭ ) نظاماً ذا عملية فإن (سہہ؛ ٭ ) نظام مغلق . 

تمارین (۱-۱): 


(۱) إذا كانت © عملية ثنائية معرفة على صب كما يلي : 


س هما ص = س" + ص" - س 
ا 
(1) ۳ ۶0 ۰ :۶ 8 ۳ ۰ (-۱۳) 8 ۰۷ ۲۷ 8 (-۱۳) 
(ب) س حيث س © ۲ = ۱۱ 


(۲) إذا کان س يس ص هو الضاعف الشترك الأصغر للعددین س .ص 3 ط فاحسب قيمة : 
۴ ۲ ۰ ۱۵ ۲ ۱۵ ۰ ۳ ۷ ۱۲ 
هل س عملية ثنائية على ط ؟ ولاذا ؟ 

(۳) إذا اعتبرنا التعریفین الواردین في التمرین (۲) والثال ( ۱ - ه ) للعملیتین الثنائیتین پ ٠‏ ر 
على الجموعة ط فاحسب قيمة 
۲ ۷ (۱۰ ۷ ۳(۰)۳ ۲۷ ) ۰۰۰ ۷ (۲۰ ۵ ۰)۰ 
( ۲۰۱7۱۱ ) ه ۱۰۲۷۲ ۰ ۵۱۲۸ 4 )ب (5۲۰۱ ۱۶ ). 


)٤(‏ فیما يلي عملیات على الجموعة سم = [ ٤‏ ۰ ه ) . اذکر العملیات الثنائية منها ء 
معللاً إجابتك : 
( أ( ان f=o yf =f‏ ون ادج 8 رون ه52 
حیث ر ترمز للعملية على سر- . 
(ب) ۶ س ٤= ٤‏ ۰ ی ه < ه 4 ی ا < و ۰ ی ه < ه 
(ج) ) ی ۶ = ه : بای ہے سار مر ۶ :۵ ری وو سد 
(۰) هل النظام ( ك , - ) مغلق ؟ ولاذا ؟ 
)٦(‏ عرف خمس عملیات ثنائية مختلفة على الجموعة ( ۰٩‏ ۱۱ ). 
۲-۱ احداول والعملیات الثنائیة 
إذا كانت الجموعة التي عرفت علیها عملية ثنائية تتکون من عدد محدود من العناصر , فإنه یمکن 
تمثیل العملية الثنائية بجدول . 
وبالرجوع إلى المثال ( ١‏ - ۲ ) يمكن أن نمثل العملية الثنائية © 


بالجدول الآتي : 
لاحظ أن العناصر التي ظهرت في الجدول جمیعها تنتمي إلىسہ= <[ ۲۰۱ ] رج 
التي عرّقت عليها العملية الثنائية . ج دول (۱-۱) 


مغال ( 5-1 ) : 

إذا كانت سب - [ ١ء ٣٤٤٤٢٤‏ ) وعرفنا عليها عملية + كما يأتي : 

لكل س .ص 3 س فإن س ٭ ص = القاسم المشترك الأكبر للعددين س ۰ ص ٠‏ 
فاثبت أن العملية ٭ ثنائية على سر 

ال 

ننظّم الجدول ( ١‏ - ۲ ) الذي سیعطینا القاسم الشترك الأكبر لأي عددین من سر . 


نلاحظ أن ( سب » ٭ ) نظام مغلق › حیث إن س ٭ ص 3 سہ لكل س ص 3 سہ 
إذن ٭ عملية ثنائية علی‌س-. 
Eis‏ ۷-۱ 


الو یرد 


NR 

الجدول ١(‏ - ۲ ) هو جدول العملية + . 

وحيث إن الاعداد : ۲ + ۲ = د٤‏ » 

و سا کا اھ و کا ںا 

ع = ۲۲ = ۲۷ التي ظهرت ف في الجدول لاتنتمي إلى سم 
فان العملية + ليست ثنائية على سب» أي أن (س-» + ) نظام غير مفلق . مج وول (۱ - ۲ ) 
لاحظ أنه يكفي لکون النظام (سہہ ۰ ) غير مغلق ظهور عدد واحد فقط بحیث ۲۰ ٭ ب p=‏ مویہ 
مشال ( ۸-۱ 

إذا كانت سبہ= [ ۲۰۱) فانك تعلم أن مجموعة أجزاء 


سيدهي الجموعة سم > ( 5 ۰ (۱) ۰ (۲۰۱(۰)۷)) 


جس نی ظا 


على سيم وذلك بإنشاء جدول هذه العملية . حاول ذلك » 


ستحصل على الجدول ( 1-۱ ) . 


تدریب ( ۳۱ ) 
(۱) في الثال (۸-۱): 
(1) تحقق أنه لاي عنصر ص 3 سم فان :صبہل 6 © لا عیہ = دہ 
وأن صب یاس = سم لا صہ = سم 
(ب) ضع ۲۱ بدلاً من لا وأنشئ جدول عملية التقاطع ۰۲۱ ثم بين ما إذا کان (سبح ۲۱۰ ) 
نظاماً مفلقاً آم ۷ . 
(۲ ) الجدول ( ٥-١‏ ) هو جدول العملية ٭ العرفة علی‌سیم- [ ۲۰۲۰۱۰۰ ) تحقق من الآتي 
(۲) ٭ عملية ثنائية على سر 
(ب) لاي عنصر ۲ و سم فان : ۰ ۰۰۲-۱۰ دم 
كما أن +۲ = . 
(ح) لاي عنصرین ۲ ۰ب ۰ 23 س فان ١:‏ » ب = ب »م 
ماذا تلاح ظ عن القطر الذي طرفه « للمربع الذي کتب 
فيه الجدول ( ۱ - ۰ ٩.)‏ 
متال ( ۹۳۱ : 


لناخذ الجموعة (۰۱۰۰ ۰۲ ۳) ولنعرف العملية الثنائية © علیها كالآتي : 


۶ + ب إذا کان م + ب< 4 
۴ب 6 إذا كان ۴ + ی ى٤‏ 


9 


كما يمكن تعریف هذه العملية الثنائیة على النحو الاتي : 


« © ب = باقي قسمة ٢‏ + ب على . 


جدول (۱- ۱ ) 


وعادة نرمز للمجموعة ( ۰۰ ۰۱ ۰۲ ۲ ) بالرمز صرم ویمکن تمثیل هذه العملية بالجدول ( ١‏ - ۲ ) 


مال ( ١ ١‏ 0: (جمع الساعات) 


إذا كانت الساعة تشير الآن إلى الرابعة فإنه بعد ثلاث ساعات تشير إلى السابعة أي أن : 


۷ د‎ ۲ 8 ٤ 
: وإذا كانت تشیر إلى التاسعة فإنه بعد خمس ساعات تشیر إلى الثانية ء أي أن‎ 
۲ - ۰ ۲ 
: وإذا كانت الساعة الرابعة فإنه بعد ثمان ساعات نجد أن الساعة تشیر إلى الثانية عشرة » أي أن‎ 
۱۲ د‎ ۸ 88 ¢ 
: وإذا كانت الساعة الثانية عشرة فإنه بعد ست ساعات نجد الساعة تشیر إلى السادسة أي أن‎ 
۹-۰ ۶٣۲ 


وإذا كانت الساعة الثانیة عشرة فإنه بعد اثنتي عشرة ساعة نجد أن الساعة تشير كذلك إلى الثانية 
ی آن : 8:1٤‏ 2۱۲ ۱۲ 
وهکذا یمکن الاستمرار بهذه الطريقة › وسوف نجد أن عملية جمم الساعات عملية ثنائية معرفة 
علق سید » حیث : سید [۲۰۱ EF‏ فا ا ۱۲۰۱۱۰۱۰۰۹۰۸۰۷ ] 
وهي تخضم للقاعدة الآتية : 
م + ب * إذا كان م + پ2 ۰۱۲ 
۲ 81 ب < 1 79 
۴ + بي - ۱۲ إذا كان م + ب »> ۱۲ 
مثال 0١ ١‏ (تطبيق هندسي) ۲ 
لناخذ الث ۲ ب ح التطابق الاضلاع الموضح في الشكل ( ۱- ۶ ) » 
حيث « و » ملتقى الأعمدة النازلة من رؤوس الثلث على الاضلاع ا مقابلقی 


إذا كانت د »د »د هي عملیات دوران المثلث ‏ ب ح حول « و » 
2 ۱ 5 ا 


بزوايا : صفر ( أو ۳۲۰ ) ۰ ۱۲۰ ۰ ۲8۰" على الترتيب في 


۲ 
بت 


الاتجاه الوجب ( أي في عكس اتجاه حركة عقارب الساعة ) 


همع (۱-۱) 


فإننا نحصل على الاوضاع الاتية للمثث ٥‏ ب ح 


۶ ب 


ب کس ۲ ۲ 


وضع الشلث بعد دوران وضع الشلث بعد دوران وضع الشاث بعد دوران 9 
e. ۳۳ ۳۹۰‏ 
لعلك تلاحظ أن كلا من د . د » د تطبیق مجاله ومجاله القابل الجموعة [( ب »د ) 
۱ 
وهي معرفة كالآتي : 
ہے ۵۱ با ح د ۲۱ ب ح _ ۲۱ ب حم 
ف ب ا ا( م EE GE‏ م( 
حيث وضعنا صورة كل عنصر تحته في التطبيق التعلق به , فمثلاً : 
۱ 7 ۳۹ 5 
یھ Oe‏ وي ی ۱ 
۲ 


وإذا فرضنا أن ل ۰ لم ۰ لى » تناظرات المثلث ( بح حول ۲۴ .باب حاحہ 


۲ 


على الترتیب فإننا نحصل على الاوضاع الآتية للمظث ۲ ب ح : 


وضع 
المثلث بعد التناظر 
حول جح ىف 
۱ 


وكذلك فإن ل لم» ل هي تطبیقات مجالها ومجالها القابل الجموعة (۱ »ب ح ) 
وهي معرفة كالاتي : 
نع( 5 (ST (TAS‏ 
حيث وضعنا صورة کل عنصر في التطبیق التعلق به تحته . 
إذا فرضنا أن سپرت[د,» د » دې » لې» لې» لب ) فإنه یمکننا أن نمثل عملیه تحصیل التطبیقات 
ه على المجموعه سم بالجدول الآتي : 


واضح من الجدول أن العملية ه عملية ثنائية على المجموعة سرم 
فيما يلي نوضح طريقة بناء الجدول ( ١‏ - ۷ ) وذلك بحساب د, ٥ل‏ : 
و 
هل 8) دول (ب) دول (ح) 
حيث وضعنا صورة كل عنصر تحته في التطبيق د ه ل (تذكّرأن دې هل هو تحصيل 
لتطبيقين ل ؛ د, على الترتيب ) 


وحیث إن دې هل ول( شيل 
بین 9 "سپ (ل(ب)) ی (ه حاب 


کے 


3-3 


ول (ه) 7س (ل(ح)) = ی (ب) = 


فى الثال (۱ - ۱۱) 
7 آوجد کلاً من الصور الاتیة : 
ل هاف ()۰ ل ه ی (ب)؛ ل وی (ح)ءومن ثم اکمل: 
7یو وس 00 
(۲) أوجد كلا من الصور الآتية : 
ەل )( لا (ب) ۰ پول (ھ) »ومن ثم اکمل : 
پل =( ی 
(۲) ماذا تستنتع من (۰)۱ (۲)؟ 
تمارین (۱- ۲) 
۱ - أي الجداول الآتية یمثل عملية ثنائية على المجموهة ( ۳۰۲۰۱ ) ؟ ولاذا ؟ 


۲ - إذا عرفنا على الجموعة صبم- (۰, ۰۱ ۲ ۰ ۰۳ ۰۶ ٩۰۵‏ ) . العمليتين الثنائيتين © ©٠‏ 
كالاتي : 


۴ + رب إذا :گان ۲ + پ < ۰۷ 
OY‏ ی |ذا کان ۲ + ب ‏ ۰۷ 


(۷) ۲ © ب = باقي قسمة ۲ ب على ۷ 
فمثل هاتين العملیتین في جدولین . 


۳ - إذا عرفتا على المجموعة صب = [ ۰ ۰۲۰۲۰۱۸ ۱۱۰۱۰۰۹۰۸۰۱۷۰۰۵۰ ] 
العملية الثنائية © كالآتي 


۶ + ب )3ا کان ۲ بت5 ۷۲ 
1 ۵( و1۷ NET FSB‏ 
(۲ ) فالطلوب : مثّل هذه العملية في جدول . 


(ب) أكتب جدولا يمثل العملية الثنائية الواردة في المثال ( ٠١ - ١‏ ) 
قارن بين الجدولين . 
٤‏ - عرفنا على المجموعة ص العملية الثنائية © كالآتي : 


۶ © ب = باقي قسمة (. ب على ۱۲ 
والمطلوب : 


(( ) مثل هذه العملية في جدول . 
(ب) أوجد مجموعة الحل للمعادلات الآتية : 
)۲ © س =۰ (5)9 0 س -۲ 
() 051 س 
ه - لنعتبر العملية الثنائية ٭ ا معرفة على الجموعة ح على النحو الاتي : 


۱ 
ش # يضق اع فن سن 


۱ 


(1) أحسب مايلي : 
(0 ۲ * ۶ () لم ت اکر ےیکت 
(ب) آثبت أن العملية ٭ ليست تطبيقاً متبایناً . 
١‏ - لنعتبر العملية الثنائية ٭ العرفة على الجموعة ح على النحو التالي : 
س + ص = ( س -ص )۲ 
(1) ازجه: 
(0 )*»*(« 23 %0( ۲(۰۲ * 2( 


(ب) أثبت آن * لیست عملية ثنائية على الجموعة ط . 
۷ - بالرجوع إلى ا مثال (۱ - ۱۱ ) آثبت ما يأتي : 


() له ل = د " )له ی دل (5) يول ال 


۶-۱ خاصة الابدال : 
نلاحظ في عملية الجمع على الجموعة ك أن : 
۳+ وه + ۸-۳ , ۸۶۸+۱۷ + ۱۷ 2 ۲۵ 
وكذلك بالنسبة لعملية الضرب على ك نلاحظ أن : 
وت وہر ہہ ہہ رہ مر 
ویصفة عامة 
۶ + پا ےپ +7 ۲۰ × ب عاب ×۴ لکل ب 3 ك 
أي أنه يمكن البادلة بين العددين ۴ ۰ ب في عمليتي الجمع والضرب دون تفير في ناتج 


العملية + ويضونة عافة 


تعریف (۴۰-۱) 


نقول إن العملية الثنائية ٭ على الجموعة س إبدالية ( أى تبديلية) إذا کان : 


۲ * ب = ب + لکل ب و سم 
وقد نقول إن النظام ( سيم » * ) إبدالي إذا كانت ٭ إبدالية . 


وتكون العملية ٭ المعرفة على سيمغير إبدالية إذا أمكن إيجاد عنصرين ٠‏ .ب 3 سم 
بحيث : ( + ب 3 ب + م 

ارجع إلى الأمشة (۲-۱) ۰ (۳-۱) ۰ (۶-۱) ۰۰-۱۰ (5-1) 
(١-۷)ء(١۔ھ۸)‏ ۱۱-۱(۰)۱۰-۱(۰)۹-۱(۰ ) . وابحث عمًا إذا كانت 
العملیات الواردة في هذه الامظة ابدالية أم لا . 

لعلك توصلت إلى أن جمیم العملیات الثنائية الواردة في هذه الأمثلة ابدالية باستثناء : 

العملية الثنائية الاولی في المثال ( ۱ - ۲ ) ۰ والعملية الثنائية في المثال ( ١‏ - ۱۱) . آما العملية 

الواردة في ال تال ( ۱ - ۷ ) فهي ليست ابدالية بالاضافة إلى کونها ليست عملية ثنائية كما 

أسلفنا ء ذلك لان : 

يط ند یا کب ۳۶ نمی رمیا 

فمثلاً إذا كان ۴< ٢ء‏ ب -5 فان 

۲ ۽ بع5 + 5-5 =۸ في حينأنب »۴ = ۲ ٩-۲۲-۲۰‏ 
سونو 

(۱) بيّن هل عملية الطرح العرفة على ح عملية ثنائية ؟ وهل هي ابدالية ؟ 

(۲) بيّن هل النظام ( ح* ۰ - ) مغلق ؟ وهل هو إبدالي ؟ 


(؟) ادرس النظام ( ج : © ) من حیث کون © عملية ثنائية على مجموعة الاعداد 
الحقيقية الوجبة ح* ومن حيث کون () إبدالية ء إذا علمت أن : 
my © 7‏ لكل ۲ 2 ب دع 
احسب ٢(‏ © ۲) ©۲ ۰ ۲© ( 0۲ ۲ ) وقارن الناتجین . 
هل تستنتج من ذلك أن ( 6۶ ب ) © ح # ?0© (ب © ح ) بصفة 


عامة ؟ ولاذا > 
(4) استعن بالجدول ( ١‏ - ه ) وتحقق أن العملية ٭ التي يمثلها إبدالية 
۵-۱ خاصة التجميع: 
بدراسة عمليتي الجمع والضرب على المجموعة ك نلاحظ أن 
۴+ ۵+۳ ۲+ ۳ +] ۰ 
6۲۲ < ۲ ۷( ۲ ۰۷ ) = ۲۰ , 


ء٦٦‎ < )1+۲(+۷ 2 + ) ۲+۷ 


) 
) 
) 
(۷ ور ۳ )دی ع۷×( ع R=‏ 


وتسمی هذه الخاصة خاصة التجمیع ( أو الامج ) وهي صحيحة لكل ثلاثة آعداد من ك ٠‏ 


تقول إن العملية الثنائية ٭ على المجموعة سب تجميعية إذا كان 


(0*ب)+ ح(+(بءح ) لكل .بح و س كما يقال حينئذ عن النظام الفلق 


( سمء * ) إنه تجميعي 


وتکون العملية + العرفة على مب غير تجميعية إذا آمکن إيجاد ثلاثة عناصر ٢ء‏ ب » د سید 
بحيث : (۲ + ب ) ٭ ح وا + (بء ح ) . 
مال ۰00۱77 : 
انعرف العملية الثنائية ٭ على الجموعة ص كما يأتي : 
۲ ٭ ب = ( + ب -ه ؛ حیث ه عدد ثابت من صہ : 
واضح أن العدد الناتع (۲ + ب - ه ) و صم لكل( .ب و صہ 
وهذا يعني أن + عملية ثنائية على ص . 
إذا کان د 3 صہفإن : 
(۲٭ب) ٭ح ع(۲+ب-ه) بح 
=( + -ه) +دح ده 
=+ ب جع حداف )0( 
ومن جهة أخرى 
((ب *ح)2م+(بءح) ده 
>+(ب ب+ج -ه )-ها 
=+ بپ +حہ - ۲ وه (٢‏ 
ویمقارنة (۱) ۴(۰) نجد آن : 
(۲+ب ) ۶ ۰۲ ( ب +« ح) لکل ٢ء‏ با کد و صہ. 
أي أن ٭ عملية ثنائية تجميعية . 
مثال ( ۱۳۵۱ ) : 
آثبت أن النظام ( ك ۰ © ) مغلق وغير إبدالي وغیر تجميعي » إذا علمت أن © معرفة على 
ك كما يلي : 


س @) ص = ۲ س +۲ ص ء لکل س »ص 3 ك. 


ہد تہ 
حيث إنه لکل عددين س .ص و كفإن (٢س‏ + ۲ص ) 3 ك 
إنن ( ك ۰ © ) نظام مغلق 
إن © عملية غير إبدالية لأنه عندما تكون س - ۱ ۰ ص = ۲ نجد : 
س © ص ١ × ۲= "© ١-‏ + ۲ × ۲ = ۸ »في حينأن: 
ص هم س =۲ ۱ <۲ x‏ ۲ + ۲ ۰ ۱ < ۷ 
إنن: ۲۱ # ۲ © ۱ ۰ وطیه فان ( ك ® ) نظام غير إبدالي . 
وبالمثل فإن © عملية غير تجميعية لانه بجعل س = ۱ 
(س ‏ ص ) @ ع <(۲8۱) ۲8 
کے ۲ ۲ (۲۱) + ۲ ۶ ۲ 
۴ ۸ ۲۸ ۱ + ۲ ۶ ۲) + 
= ۲۵ 
س © (صهع) ۵۱ 6۲ ۲) 
Y=‏ ۱۷+ ۲(<۲ 8 ۲ ) 
(PETE ۲*۰۲( ۷۶ ۲ + ۲‏ 
- ۶۱ 
من (۱ ) ۲(۰ ) نستنتج أن © عملية غير تجميعية » 
ويالتالي فان ( ك ۰ ©) نظام غير تجميعي . 
سی سد 
(۱) ارجم إلى المثال ( ١‏ - ۱۲ ) وأجب على الأسئلة التالیة : 
(۱) أحسب ه 0 ۷ ۰ ۷ © ه وقارن بین الناتجین . 
(ب) آحسب ( ۲ © ۱) © ۲ 2 ۲ © (6۱ ۲) وقارن بين الناتجین : 
(ج) هل ماورد في كل من (۶) ۰ (ب) كاف للبرهان على أن العملية الثنائية © غير 
إبدالية وغير تجميعية على ك ؟ ولاذا ؟ 


> ص = ۲ ۰ ع = ۲ نجد آن : 


إلى 


(0 


(۲) بين أن النظام ( ح ۰ - ) غير تجميعي . 
(۲) هل ( ح* »+ ) نظام تجميعي ؟ ولاذا ؟ 
إذا عرفنا عملية حك على الجموعة صر على النحو الآتي : 
لکل .ب 3 صہ فإن: ۲ للم ب ۲۲ +۲ ب 
فابحث عم إذا كانت 4 إبدالية ؟ تجميعية ؟ 


لو 


حیث إن : ۴ ۸ پ یں ۲۲ + ۲ب ۲2 پ +2۲ ب ۲۸۵ 


لکل ۰۲ ب 5 صہ 
إذن ۵ إبدالية . وحيث إنه لکل ۴ » ب ۰ ح 3 عہہ فإن 
( ?۵ ب) دح 1(۲ ۵ ب) +۲ ح 
ع0( 0ل OE TCE‏ 
کا ۲۶ + وب +۲ ح )۱) 


٣ھ‏ (ب كن <) =¥ (SANE‏ 


DP ۲ + ۲۲ 2‏ +۲ ح) 
= ۲( + وی 4ه 0( 
فمن (۱) ۰ (۲) نستنتج أن 4 عملية غير تجميعية , لأن 

(۵۲ ب)ه > + ۵۱ (ب ۵ ح) 
ا 
ناقش صحة العبارة الآتية 
« ليس من الضروري أن تكون العملية الابدالية تجميعية , والعکس صحيح , أي أنه ليس 
من الضروري أن تكون العملية التجميعية إبدالية » للاجابة على ذلك استفد من 
oN‏ فا ESN‏ 


تمسارین (۳-۱۱) 


(۱) اذکر ما إذا كانت كل من العبارات الآتية صائبة أم لا واکتب الصواب إذا كانت خاطئة : 

(1) عملية جمع الساعات عملية ثنائية غير |بدالية . 
(ب) عملية جمع الساعات عملية ثنائية تجميعية . 
(ح) عملية الضرب على مجموعة الاعداد الكلية إبدالية وغير تجميعية 
( د ) عملية الضرب على مجموعة الاعداد الطبيعية غير تجميعية وإبدالية 
(ه) الجمع على مجموعة الاعداد الكلية عملية إبدالية وتجميعية 
(و ) العملية الثنائية في الثال ( ۱ - ۱۱ ) غير ابدالية . 

(۷) أكمل الفراغ في الجدول الآتي بحيث تکون العملية الثنائية ٭ على المجموعة 


(۰۱ ۲۰۲ ] إبدالية. 


(۳) لتكن © عملية ثنائية معرفة على المجموعة ط على النحو الآتي 
۲ © ب = ۱(۲+ب). 
(۱) أوجد قيمة ۲ © ٤(‏ © )۰ 
(۲ © :)۵ ۰۰ )° ® ۷) © (۲ 6 4). 


(ب ) هل العملية الثنائية © إبدالية ؟ تجميعية ؟ ولاذا ؟ . 


: إذا كانت © عملية ثنائية على الجموعة ط معرفة على النحو الاتي‎ )٤( 
ب = با‎ ۲ 
- : فأجب عما يلي‎ 
)۱8 ۲( آوجد قيمة (ه © ؟) ۰۳8 6۰ (6۲ ؟7(.)5© ؟) و‎ )۲( 
)۲ 6 ۱( 6 )۷6۲( 
(ب) هل العملية الثنائية 69 ابدالية ؟ تجميعية ؟ ولاذا ؟‎ 
- : إذا كانت © عملية ثنائية معرفة على الجموعة ص على النحو الآتي‎ )( 
۲) س © ص = ( س -ص‎ 
فهل هذه العملية إبدالية ؟ تجميعية ؟ ولاذا ؟‎ 
: العنصر السحاید‎ ٦-١ 
: بدراسة عمليتي الجمع والضرب على الجموعة صرح نجد أنه لکل ۲ 3 صہ يكون‎ 
ہے ےپ پچ ے‎ ۳ 
۱۳ ۳: ۱ 2 جو‎ ۳ 
ونلاحظ أنه بجمع الصفر مع العدد ۴ء فإن الناتح يكون ۲ ء وكذلك بضرب الواحد الصحیح في‎ 
العدد ( » یکون الناتج  . ولهذا فإن الصفر یسمی عنصراً محايداً لعملية الجمع كما یسمی‎ 
5 الواحد عنصراً محايداً لعملية الضرب ویمکن تعمیم الفهوم بالتعریف التالي‎ 
:)۵-۱( تعریف‎ 
العنصر م في الجموعة سیم العرفة علیها عملية ثنائية ٭ يسمى عنصراً محايداً‎ 


بالنسبةلهذه العملية إذا كان : 


۲ * م - م ۰ ( < , لکل۱ 3 سيرم 


مغال ( ۱۵-۱ ) : 
إذا اعتبرنا عملية جمع الساعات الوضحة في الشال (۱ - ۱۰) نلاحظ أنه لأي 
+٠۰۹۸۰۷۰۹۷۹ ۸۸۸۳۸۲۸۸۱ [ 3 Pik‏ ۱۴۰۱۱]: 
YO?‏ = ۱۲ ۲ - ۱ 
أي أن : ۱۲ هو العنصر الحاید لعملية جمع الساعات . 
مثال ۱5۳۱ : 
آثبت أن عملية الطرح على الجموعة ص ليس لها عنصر محاید . 
ال 
نلاحظ أن الصفر لا يمكن أن يكون عنصراً محايداً لهذه العملية الثنائية لان : 
۲2۰-۲ في حين أن ۰ - ۲ ل٢‏ مالم تكن ۲ = صفراً 
وان وجد عنصر محايد › م مثلا » بالنسبة لهذه العملية الثنائية فإنه يجب أن يحقق : 
۱2۲-۰۲ لکل۱ 3 صر ؛ حسب التعريف (۱ - © ). من المعادلة الأولى نستنتج 
أن م = صفراً ء ومن المعادلة الثانية م = ۲ ۱ 
حيث | أي عنصر من صر ؛ وهذا غير ممكن . 
إذن لا يوجد عنصر محايد بالنسبة لهذه العملية الثنائية . 
سے 
(۱) ارجع إلى الثال ( ٩ - ١‏ ) وعين العنصر المحايد في صرح بالنسبة للعملية @ مستفيداً من 
الجتول .)٩-۱(‏ 
(۲ ) في الجدول ( ١‏ - ه ) عين العنصر الحاید فيس بالنسبة للعملية + 
۷-۱ النظیر : 
عند دراستنا لعملية الجمم على الجموعة صر وجدنا أن لهذه العملية الثثائية عنصرا 
اا هق الصقن : 


ومن ا معلوم أن لكل عنصر ۲ 3 صہ یوجد عنصر ب و صر بحیث : 
+ ب < صقرا . 
ومن ذلك نستنتج أن ب = -۲ 
أي أن لكل عنصر في المجموعة صرہ يوجد عنصر آخر في المجموعة صرہ بحيث أن مجموع هذين 
العنصرین يساوي الصفر الذي هو العنصر المحايد في هذه المجموعة بالنسبة لعملية الجمع . 
نسمي العنصر - ٠‏ في مثالنا هذا نظير العنصر ۲ 
وبصورة عامة نعرّف العنصر النظير لعنصر آخر بالنسبة لعملية ثنائية ہما يأتي : 


تعريف(١1-"5):‏ 
إذا كان للعملية الشناشية + على الجموعة‌سپعنصر محاید م .واذا كان 
۲ سه فان ( ب 5 ہہ) یسمی نظیر ( أو معکوس ) العنصر ۲ بالنسبة للعملية 


الثنائية ٭ إذا كان 
۲ هب <م اب +۲ 2م 


یه ره MI‏ 


سال ۱ ۱۷ ) 
إذا آعدنا النظر فی ال تال ( ١‏ - 5 ) فاننا نلاحظ أن الصفر هو العنصر الحاید 


للعملية © وأن لکل عنصر من عناصر الجموعة صم نظیر حیث نجد 


إذا أعدنا النظر في الثال ( ٤ - ١‏ ) فاننا نلاحظ أن 
)١(‏ المجموعة الخالية 2) هي العنصر المحايد بالنسبة لعملية الاتحاد . لأنه إذا كانت 


صب مجموعة جزئية من الجموعة ( ۴ ب » ح ) فان : 
صمح لا 0 = صد ٠‏ کے ں صبعصد 
(۲) إن العنصر الحاید 2 هو العنصر الوحید الذي له نظير إذا فرضنا أن صح 3 سم 
هو نظیر العنصر صح » نحصل على : 
صم لا صم = 0 ۰ صم لا صم = @ ومن هذا نستنتج أن : 
اتی دس 
ENE‏ : 
(۱) الجموعة سم = ٢(‏ بح ) هي العنصر الحاید بالنسبة لعملية التقاطع على 


مجموعة الجموعات الجزئية للمجموعة سم لانه لاي مجموعة جزئية صہ سر يتحقق : 


مب که 
(1ء ب۰<ھ] ۲۱ص = ص 
(۲) العنصر المحايد (۶ء ب ؛ ح ] هو العنصر الوحيد الذي له نظير . 
إذا فرضنا أن ميم (- سب هو نظير للعنصر مرح » فإننا نحصل على : 
صم صم <[۲ »بح ] . 
صم صمح <(۲,ب , ح] . 
بما أن صرم ء صب مجموعتان جزئیتان من الجموعة (۲ »ب »د ] . 
فان ٭ مرم = سح .2 ,بولك ] : 
مدال ( 6۲۰-۱ : 
إذا كانت © عملية ثنائية معرفة كما يلي : 
١وب‏ = گک ط١‏ ب دا 
فادرس خواص العملیة © من حيث : 


(۱) كونها إبدالية أم لا ء تجميعية أم لا . 


(۲) وجود عنصر محاید في ح* . 
(۲) وجود نظير لکل عنصر في ح*. 

اه 

(۱) ۲ © ب = ل ١‏ .ب وحیث إن عملية الضرب في ح* ابدالية فان : 
۲ © ب جم . ب = ل ب .۱ دب ۱۵ لکل۱,ب وع* 
أي أن © إبدالية . 
(۱ ب)< =( ب)@ >= ( ۲ ب) ہے ابد () 
٩‏ (به ح) ٤ھ‏ (ے بح) = ل (۱* 3ب د) 


۱ 


(0 


٢ 
1 
۱ 
1 


من (۱) ۰ (۲) ينتج أن : 
(۱ © ب) 6 د -6۲(ب © ح) ل١‏ بح و ع* 
أي أن © تجميعية . 
(۲) لو فرضنا أن م و ح* عنصر محايد فان : 
« © مت م © = كل 5۱۲ ع* 
وحيث إن © إبدالية فإن المساواة الأولى محققة ؛ ونكتفي بكتابة 
۲ ©م = أو م © ۲ ۰۲ ونبحث عن م بحل إحدى هاتين المعادلتين ء 
ولناخن الأولى مثلاً ء التي تكتب بالصورة : 
سل ۲ ۰ م = ےہ م - ۲ 
فالعنصر الحاید هو العدد ۲ . 


( ولعلك تلاحظ أنه لكل ۶ د ح* يكون : ل ۲*۱ = ل (=x x‏ 


(۳) العناصر التناظرة : 
إذا کان و ح* نظیراً للعنصر ۲ 3 ح* فان : 
جج 2۲ ۳۲ ۲ < ۲ 
والساواة الاولی محققة ‏ لان © إبدالية . لذا نكتفي بحل إحدى العادلتین : 
۶ ۵ ۲۶ لو ۵۲۲ ۲ <۲ 
لكي نحصل على قيمة 7 ' » ولناخذ العادلة الاولی مثلاً والتي تکتب بالصورة : 
لم ۲ - وتم ۲۲ ٤‏ ومنه م٠‏ = 
إذن : فلکل عدد حقیقي؟ 3 ح* نظیر باللسبة للعملية © هر و 
رور 
(۱) في الثال ( ۲۰-۱ ) أوجد : 
() نظير کل من سل , ۲۷ , -۲ 
(ب) (-۲ © 8)۰ ۰۸ 6۲ (۰ © ۸) وقارن الناتجین . 
(۲) اعد حل الثال ( ۲۰-۱ ) بعد وضع ن* مکان ح* . 
(۳) في الجداول ( ۱ - ۱ ) ۰ (۰-۱(۰)۶-۱(۰)۲-۱) آوجد في کل مرة 
العنصر الحاید - إن وجد - ثم ابحث عن العناصر التناظرة في حالة وجودها . 
)٤(‏ إذا کان 7 ' هو نظير ۱ في النظام (سہ ٠‏ + ) فبين أن ۲۱ علد = بالضرورة ٩‏ 


تسمارین ( ٤-١‏ ) 
(۱) اذا اعتبرنا ص = [ ۰۰۳۰۲۰۱۰۰ ] وعرّفنا العملية الثنائية © على الجموعة میم على 
النحو الآتي : ۱ © ب = باقي قسمة ۲ + ب على ه 


فاجب عما يأتي : - 
(() آوجد العنصر المحايد للعملية الثنائية 68 


(ب) آوجد نظیر کل عنصر من عناصر صم بالنسبة للعملية © . 
(ح) حل العادلات الآتية : 
() ۲ © س-۱ () ۲۲ © س ۱-2 
4ه س=. 9 6۲ س٣‏ 
(۷) اذا اعتبرنا ص =[ ۲۰۲۰۱۰۰ ] وعرفنا العملية الثنائية © علیها على النحو الآتي : 
۲ () ب = باقي قسمة ۲ ب على ٤‏ 
فاجب عن الآتي : ١‏ 
() مثل هذه العملية في جدول . 
(ب) أوجد العنصر المحايد بالنسبة لهذه العملية . 
(ح) أوجد نظير كل عنصر إن وجد بالنسبة لهذه العملية 
( د) أوجد مجموعة الحل للمعادلات الآتية : 
)١(‏ ۲ 0 س < ۰ (۷) ۳ © سے٢‏ 
)٢(‏ في المثال ( ۱ - ۱۱ ) آوجد العنصر الحاید ومعکوس کل تطبيق من التطبیقات 
اسر علق من اله له ی 
)٤(‏ آوجد عملية على مجموعة سپ لها عنصر محاید ولا یوجد لاي عنصر من الجموعة سرد » 
7 0 0 : نظتسن: : 
)٥(‏ () آوجد العنصر الحاید بالنسبة للعملية ٭ العرفة على مجموعة الأعداد الكلية ك كما يلي : 
م مب 2 + بپ +اب 
(ب) إذا كانت العملية الثنائية السابقة معرفة على الجموعة ط فهل یوجد لها عنصر محاید ٩‏ 


. آثبت أن العنصر الحاید م للعملية الثنائية على مجموعة ما هو نظير نفسه‎ )٦( 


: الزمرة وخواصها‎ 4-١ 
: رأينا في البنود السابقة أن بعض الانظمة قد تکون له خاصة معيّنة أو أكثر ( مثل خاصة‎ 
الانغلاق والابدال والتجمیع ووجود العنصر ا محاید ووجود نظير لکل عنصر ) . ویکتسب النظام آهمية‎ 
بحسب ما يحققه من خواص » ولعل من آشهر هذه الانظمة وآهمها ما یسمی « الزمرة » التي كان لها‎ 
دور بارز في کشف أسرار جذور کثیرات الحدود في أوائل القرن التاسع عشر اليلادي ء بعد أن يئس‎ 
علماء الریاضیات من ایجاد قانون عام لحل معادلة الدرجة الخامسة أسوة بقوانین العادلات من‎ 
. الدرجة الثانية إلى الرابعة . كما أن للزمرة دوراً بارزاً في صياغة قوانین الفیزیاء الحديثة‎ 
: لناخذ النظام (صي ء + ) فنجد أن‎ 
عملية الجمع + على مجموعة الاعداد الصحيحة ص » عملية ثنائية ء لأنه لكل ۲ ء ب 23 صہ‎ )۱( 
فان ۲ +ب 5 مہ‎ 
< کما آن + تحقّق خاصة التجمیم , لأنه لكل ,ب . ح ومن فان : (۲ +ب ) + ح‎ )۷( 
ب +ح)‎ (+۲ 
: یوجد عنصر محاید في‌مرمبالنسبة للعملية + هو الصفر , لأنه : لكل ۲ 2 مہہ فان‎ )۳( 
ااا اعد يل لعا كد لا‎ 
: وكذلك يوجد نظير ( معكوس ) في‌مر لکل ۱ 2 صہہ حيث نجد‎ )٤( 
. (+ )۱-()۲-(+ ۲ لان‎ ۲ = ۲ 
نسمي النظام ( ص ؛ + )زمرة لتحقیقه للشروط الأربعة السابقة. هذا ویمکن أن نصف النظام‎ 
. (صد : + ) بقولنا انه نظام مغلق وتجميعي ويه عنصر محاید ولکل عنصر فيه نظیر‎ 
: )۷ -۱( تعریف‎ 
زمرة ( أو اختصاراً إنس زمرة ) إذا کان مغلقاً وتجميعياً‎ ) + ٠ نقول إن النظام (سپہ‎ 


"" ٦ 


وإذا کان (سید, + ) نظاماً إبدالیاً بالإضافة إلى کونه زمرة قيل إنسس- زمرة إبدالية . 


إن (صید, + ) زمرة إبدالية ء لان العملية + ابدالية » كما نعلم . 
آما النظام (صر» ۰ ) فليس زمرة لانه » بالرغم من کونه مغلقاً وتجميعياً ويه عنصر محاید هو 
العدد ۱ , إلا أن النظیر بالنسبة لعملية الضرب « ۰ » غير موجود في صہہ ( باستئتاء 
العددین + )١ - , ١‏ . فنظیر العدد ۲ » مثلاً یحقق العادلة : 
ی 
وهذه العادلة لا تتحقق لاي عدد س 3 ص . 
اسه 
ادرس الأنظمة الآتية من حيث كونها زمرة إبدالية أم لا : 
(۱) (صہ*۰:) () (صم* +) ) (ن۰۰) )٤‏ (ن*۰۰) 
EF)‏ *( (۱) (ع بد 
ante‏ 
باستخدام التعریف ( ۱ - ۷ ) نجد أن : 
(۱) النظام (صہ* ۰۰ ) مغلق وتجميعي وإبدالي وبه عنصر محاید هو ۱ ولكن لایوجد فيه نظیر 
لکل عنصر س کے صہ٭ء فمثلاً , نظیر ۲ ھو ‏ ( لان ۲ × ل = ۱ ولکن ل وس 
إذن ( صي* ۰ ٠‏ ) ليس زمرة . 
)٢(‏ النظام (صم* »+ ) ليس مغلقاً ء فمثلاً ٠‏ + (-۲ ) = ۰ , ولكن ۰ 389 صرر* لان میر* » 
= صہ - [۰) . إذن (صبر * ۰ +) ليس زمرة . 
(۳) النظام ( ن ۰ ٠‏ ) لیس زمرة » لان الصفر ليس له نظير بالنسبة لعملية الضرب « ۰ » 
)٤(‏ النظام ( ن* ۰۰ ) مغلق وتجميعي وإبدالي ويه عنصر محايد هو ۱ ولكل عنصر ۲ 3 ن* 


نظير ضربي هو ٠7‏ = ,لان × = ۱ ۰ إذن (ن* ٠٠‏ ) زمرة إبدالية . 


)٥(‏ النظام ( ح ۰+ ) مغلق وتجميعي وابدالي ويه عنصر محاید هو الصفر ولکل عنصر ۲ 2 ح 
نظیر جمعي هو ٠‏ - ۔ ,لان م +(-۲) = ۰۰ إذن ( ح ۰+ ) زمرة إبدالية . 

)٦(‏ النظام ( ح ۰ - ) ليس زمرة ‏ فضلاً عن أن يكون زمرة إبدالية , لکونه لا يحقق الا خاصة 
الانغلاق فقط من التعریف ( ۱ - ۷ ) . فمثلاً : خاصة التجمیع غير محققة لان : 


82۲۲۸ < - ۵ چ ۲ -(۶-۳) ۲ 
معال ( ۲۲-۱ 


بالرجوع إلى الشالین ( ۱- )٩‏ ۰ (۱۰-۱) نجد أن كلاً من النظامين 
(مبح ۰) ۰ (سہ٠‏ [+] ) زمرة إبدالية لان 

النظام ( صم ٠‏ © ) مغلق وإبدالي وبه عنصر محاید هو الصفر , كما یتضح ذلك من الجدول 
( ۱۰-۱ ) المثل للعملية ©؛ ولکل عنصر فيه نظیر حیث نجد 

اك ۵ ۷ £ 6 

وآخیراً العملية @ تجميعية لاه لكل ]بح < صم فان 

(۲ © ب) © < = (ب © <) لان: 

باقي قسمة (۲ + ب ) + ح على ٤‏ يساوي باقي قسمة ] + ( ب + ح ) على ٤‏ 

وبا مڈل فان النظام (سید» [+] ) مغلق . حیٹسہ= [ ۰۳۰۲۰۱ ۱۲۰۰۰۰۰ ] 
والعملية [7] هي عملية جمع الساعات , كما أن [ج] عملية تجميعية لانه 

لكل ٠ب‏ د دس فان ١(‏ [+] ب ) [ج] ح - ' [ع] (ب 0] ح) لان 

باقي قسمة ( 7 + ب ) + ح على العدد ۱۲ يساوي باقي قسمة ۶ + ( ب + ح ) على ۱۲ 
كذلك [+] عملية ابدالية , لان ۱۰ [ج] ب = ب [ج] ۲ لكل ۰۱ ب وس 

إن أن باقي قسمة ۱ + ب على ۱۲ يساوي باقي قسمة ب + ١‏ على ۱۲ العنصر ا لمحاید بالنسبة 


للعملية [+] هو العدد ۱۲ کے س » أي أن العدد ۱۲ هنا يلعب دور الصفر في میج . 
وأخيراً لكل ( دس نظیر ۲ ۲ 3 سیم حيث نجد : 


۱۲ ۲ ۷۰ ٩ ۸ ۷ 1 ۵ ۶ ۳ ۲ ۱ | العتصر‎ 
ااا ھی‎ OT SENE I OR RL 


نظریة (۱-۱) : 


إذا کان (سپہ » ٭ ) نظاماً مغلقاً وکان به عنصر محاید فان هذا العنصر الحاید وحید . 


البرهان : 
لنفرض أن م م عنصران محايدان قيس بالثسبة للعملية ٭ فيكون لدينا : 
م« م = م لان م عنصر محايد ۰۰۰۰ (۱) 
م * م - م لان م/ عنصر محايد ۰.۰۰ (۲) 


من (۱) ۰ (۲) نستنتج أن م = م وهذا يعني أن العنصر المحايد وحيد . 


نظرية (۲-۱) : 


إذا كان النظام (سیم. ٭ ) زمرة فإن لكل س < سرد نظير وحید . 


لنفرض أن سء سركت << سر هما نظیرا س بالنسبة للعملية ‏ فیکون لدينا : 


ع لماذا ؟ 


إذن نظير س وحيد حيث وجدنا س = س 


مثال ( ۲۳۵۱ ) : 
إذا کان النظام (س » * ) زمرة فأثيت أن للمعادلة : 
! ٭ س = ب ؛حیث ‏ »ب 3g‏ سہ حلاوحیدآهو: 


ماع و ای 
لابد لنا من إثبات أمرين أولهما هو أن ! ' + ب حل للمعادلة وثانیهما أن هذا الحل وحید . 
ان ۲۱ » ب حل للمعادلة ۱ عر س ك ب لانه یحققها حیث نجد : 
7ه ب) ۶ (۴ ۴# )وي خاصة التجمیغ 
م ٭ اپ خاصة النظیر 


55 = بپ خاصة ا لمحاید 
ثانيا : 1 ١‏ 


5 3 


بفرض ص و سب حلاً آخر للمعادلة فيجب أن تحقق ص العادلة فیکون : 


۲ #ص = ب 


نظرية (۲-۱): 


إن عملية تحصيل التطبيقات عملية تجميعية . 


البرهان : 
لنفرض أن و ا لے ہے هي الت لتطبیقات الاتية : 
۲ ِ 
8 شود > شمه ب :شہ و و 8 بک فص 


فیکون : 
(پ ه م)ه ن (س)*(بے ٥‏ س )(ں (س)) احیث س 5 سم 
= یر( (ن ( س))) ۰ ۵ 
و ۵ب ق ف < ی( ( ف ن )(ف)) 
O GI 2‏ بت (MD‏ 
من (۱) ۰ (۲) نستنتع أن : 
(ن 4ے )ہے (س) =( م( ن ے)س) ‏ لکلاس 5 سد 
لاحظ أن س سن (س) 3 شی يپ (ن (س)) 3 ؛ 
د (س (ن (س))) < وہ. وهذا يعني أن التطبيقين : 
(يه )۰ ن ٤ب٥(‏ دهن ) لوعا الجسال نقسه‌س. والجال القابل نفسه 
أيضا وہ . مما تقدم نستنتج أن التطبیقین : 
(ب ٥‏ )هن ۰ ديه( ر هن ) متساویان ؛ أي أن عملية تحصیل التطبیقات 
٥٠ء‏ »هي عملية تجميعية . 
متال ( ۲4-۱ : 
ارجم إلى الال ( ۱ - ۱۱ ) وأثبت آن النظام (سیم؛ ۰ ) زمرة غیر اٍبدالية . 
ہے تس 
إن الجدول ( ۱ - ۷ ) يفش العملية « ۵ » ومنه نستنتج أن 
(۱) (سبمء ٥‏ ) نظام مقلق , لاته لكل س ٠‏ ص 3 سپ-فان س ه ص 3 سم ٠‏ 
(۷) (سبمء ه ) نظام غير إبدالي ‏ فمثلاً : نی ه لم = ل کول ل ہپ 


)۲( د 3 سہ هو العنصر الحاید للنظام (س , ه ) ۰ لأنه لکل س 23 سیم 


فان : دې دوس = س ون = س . 
(4) لكل س 3 سہ نظیر س 3 سرد » حیث نجد : 
س وى کچ کم ل لب لس 


(0) ( سم, ه ) نظام تجميعي , لان عملية تحصيل التطبيقات « ٥‏ » تجميعية ٠‏ حسب 
النظرية ( ۲-۱ ). 
مما تقدم نجد أن (سہ » ۵ ) زمرة غير ابدالية . 
نظریة (۱-): 


إذا كانت ء ب , ح عناصر في الزمرة (سہہ ؛ * ) فان : 


(۱) ۲ *ب =× ح ك ب = ح ( قاعدة الحذف من الیمین ) 
(۲) ب *۲<ح +۲ لح ب = د ( قاعدة الحذف من الیسار ) 


البرهمان 

() 3۱ سم چ ۰۲ 3 سہ وبالتالي فان: 

٢ب‏ اوح لله ۲۱ ۲(۰+ب)<۱(۰۲۲+ج) , لاذا؟ 
ج (۲۲ ۱۰) +ب-(۲۱ ۲۰)+«ح خاصة التجمیع 


فيك مء ب عمبح خاصة النظیر 
کس إن + :2د رکه خاصة الحاید 
(۲) يترك برهانه للطالب كتدريب . 
اس نس 


(۱) آثبت صحة الفقرة (۲) من النظرية ( ٤-٦‏ ) . 
(ب) آوجد حل العادلات الآتية في الزمرة (س-, ه ) الواردة في الثال ( ۱ - ۲۶ ) 
(١)‏ ل ه س = دم (٢‏ س ه ل = لم )۳) د ه س > لب 


۳ 


تمارین (۱- ۵) 
في التمارين (۱) إلى (۱۰) عيّن الانظمة التي تکون زمرة ٠‏ واذکر سبباً واحداً فقط 
عندما لا یکون النظام زمرة : 
(0 لكك +( 
© ((۰۰۱۱-۰۱) 
(۳) (سپہ. + ) ء حيث سر مجموعة الأعداد الزوجية . 
)٤(‏ (سپ-.۲۱) » حيث سیم مجموعة أجزاء المجموعة ( ء ب 2 ح ) 
(9) (([۰۰+) 
(0) ( صم . © ) »حيث صہ* ۰۰4۰۳۰۲۰۱ ]» والعملية © معرفة كما يلي : 
۲ © ب -باقي قسمة ٢‏ ب على ٦‏ لكل :ب 3 صہ٭: 
(۷) (سیم ۰ © ) ۰ حیث “یہد [ ۰۹۰۷۰۳۰۱ © معرّفة على سر كما يلي 
٠‏ © ب -باقي قسمة ( ب على ۱۰ لكل ۲ ب 5 سم. 
(۸) (سیہ @ ٠)‏ حيشس-- [ ۰۸۰۱۰۰۲۰۰ © معرّفة عليها كما يلي 
۴ © ب = باقي قسمة۲ + ب على ٠١‏ لكل ۲ ۰ب 3 سم . 
)٩(‏ (سيمء + ) حيث سه - [ ۷ :ن دص) ۰ + معرّفة عليها كما يلي 
ویک ہے لكل ا میک ہس 
(۱۰) (سيمءل) ) , حیث‌س, مجموعة أجزاء الجموعة (۲ » ب » ھ] . 
)۱۱( آثبت أن كلاً من النظامین (ن + ) » ( ح* ۰۰ ) زمرة ابدالية . 
(۱۷) ناقش ما إذا کان كل من النظامین (ن ۰ - ) ؛ ( ح* ۰ + ) زمرة أم لا . 
(۱۳) إذا کان (سی-. + ) زمرة فاثبت أن لكل معادلة : 


س ٭ ( = ب , حیث ۴ .ب 3 سہ حل وحيد في سرد هو : 


: الزمر الدائرية‎ 4 - ١ 


لتکن صن = ( ۰ ۲ ۰ ن-۱]» حیث ن عدد صحیح موجپ ٠‏ 


تسمى فرح مجموعة الاعداد الصحيحة مقیاس ن 
أولاً : لنعرف عملية جمع » نرمز لها بالرمز © ؛ على الجموعة صرح كما يلي : 
۴ © ب = باقي قسمة + ب على ”ن لكل( .ب 3 ص 
ي 3 


البرهان 
(۱) (مرم ۰ ©) نظام مغلق , لأنه لکل ۱ء ب 3ص فان باقي قسمة ۲ + ب على ن هو آحد 
الاعداد : 


۰ ۲ من ۱ وهذا يعني أن ۲ © ب 3 مہہ 

9) (صم ۵۰) نظام تجميعي لانه لكل ۶ ۰ ب > ح 3 میم فان: ‏ " 
باهي شع (۳ رب بحا لق و تاو اس سا اپ جح من ن ها 
يعني أن : (۱ © ب ) © ح٢٢‏ © (ب © <) . 

(۲) (صم. ۰ © ) نظام إبدالي لانه لکل ٢‏ »ب 3 سب فان : 
باقي قسمة م + ب على ن يساوي باقي قسمة ب +۲ على ن » وهذا يعني أن : 
م © ب = ب 6 ۱ . 

(4) ( میم ۰ ) به عنصر محاید جمعي هو الصفر لانه : لكل ۴ 3 مہہ فان : باقي قسمة 
(29 )ین يسارى ہاو سد ۲ على نای +17 و وتان 
۰ ۲۶ لن © إبدالية.) 

(ہ) لکل ۴ 3 میم نظير جمعي بالنسبة لسلية © هو ۲" دن - لان: 
۶ © 2۳۱ باقي قسمة (۱+(۲-۵))طین 

= باقي قسمةن على ن 

= ۰ (لاس أن" ۴-۱۵ هم" ) ( اذا ) . 


ثانياً : لنعرف عملیةضرب ‏ نرمزلها بالرمز © . على الجموعة صیمن كما يلي : 
۲ ) ب =باقي قسمة۱. ب على ن لکل ۰۲ ب 3 صرمن ٠‏ 


نظرية ( ۱-۱ ) : 


إن النظام (میس ۰ (ع)) مغلق وتجميعي وابدالي ويه عنصر محاید ضربي هو 


العدد ۱ عندما ن ڳ ۲ . 


البرهان 
برهان هذه النظرية يشبه تماماً برهان النظرية ( ١‏ - ۰ ) . لذا يترك کتمرین للطالپ . 
متال ر ۲۵-۱ ) 

(۱) في الزمرة ( صم ؛ ©) عين (۲ ) الحاید الجمعي (ب) نظیر کل عنصر . 

(۲) في النظام ( صم ؛ © ) عين (۱ ) الحاید الضربي (ب) أثبت أنه لایوجد نظیر ضربي 


للعنصر ۲ 3 صم ٠‏ بینما یوجد نظیر ضربي للعنصر ۲ 3 صم 


ال 

(۱) (۲) الحاید الجمعي في النظام ( صح, ٠‏ ©) هو الصفر » حسب النظرية ( ۱ - ۰ ) 

رم العنصر | VT aE ١ ٠‏ ب اق ا 

۲ ۷ ۳۳ ا سی ہا قم و یق‎ sa 

)۲-۱( الحاید الضربي هو العدد ۰۱ حسب النظرية‎ )۱( )٢( 
: (ب) لنفرض أن النظیر الضربي للعنصر ۲ هو س فیکون‎ 

۲ ۳۲۵ ۶ 6۲ س ۱ تعریف النظیر 

ویجعل س تاخذ القیم : ۰ ۰ ۰۱ ٦ء‏ على الترتیب نجد 

أنه في کل حالة ۲ © س حو ۱ ۰ فمثلاً ۲ © ٠‏ 


رہ یو یو وہ ۲ ا و دك 


6ی ود ور 


إذن لا يوجد حل للمعادلة ۲ © س = ۱ في صم وبالتالي فانه لایوجد نظیر 
ضربي للعنصر ‏ ۲ 
بفرض أن النظیر الضربي للعنصر ۲ هو س یکون : 
=O‏ 0 س - ۱ تعریف النظیر 
وبحل هذه العادلة في لح نجد أن : س = ۳ تحقق العادلة لان ۳ © ۳ = باقي 
قسمة ۲۲۳ على ۸ = ۱ ٠‏ وهذا يعني أن ۳۲ = ۲ 
سے رسد 
(۱) نقول عن عددین صحیحین ۲ ٠‏ ب انهما أوليان فیما بینهما إذا کان القاسم الشترك 
الاکبر لهما هو العدد ١ء‏ ونعبر عن ذلك بالصورة : ( ء ب ) = ۰۱ في النظام (صبم, ۰()) 
عيّنالأعداد الاولية بالنسبة للعدد ۸ ۰ وتاکد أنه عندما یکون (۲ ۸۰ ) = ۱ فان ۶ 3 صرح 


له نظير ضربي , وعندما یکون (۶ ۸۰ ) حت ۱ فإن ‏ لیس له نظیر ضربي في‌صرم . 
(۲) تاکد أن ( سرم , © ) زمرة › حیث سح = [ ٢١۲۰ء‏ ۷۱۰۰) 2 صيمر 


تعریف (۸-۱) : 


إذا کان ( سبم ؛ * ) زمرة وکان س 3 سیم ن عدد طبيعي فإننا نعرف القوی الصحيحة 
بالنسبة للعملية + لكل من س ۰ س١‏ كما يلي : 

(۱) سن- س * س ٭ ... ٭س (س مكررة ن من الرات ) 

) (س۳)" < س-۱+س" + ...۰ س (س عو دہ الرات‎ ۶٣ 


(۲) س" = م »حيث م العنصر الحاید في الزمرة سم . 


مثال (۱ 0۲۲ 
(۱) تحقق من أن النظام (صم * ٠‏ © ) زمرة ابدالیة 
(۷) احسب : (۲) ۲" (ب) ۲ (ح) ٤‏ 


(P) 
۲ (د) ۲ (ه)‎ 


لت 


(۱) إن الجدول ( ١‏ - ۸ ) يمثل ا پو ر (O.‏ 


آما خاصة التجمیع فمحققة » حسب النظرية ( ۱ -5 ) وأخيراً 

خاصة الإبدال محقة ‏ حسب انظرة (۱ - ۲ ) كا ينن 909 e‏ 

من خاصة الابدال من ملاحظة تماثل العناصر حول قطر الجدول ( ١‏ -8 ). جدول (۸-۱) 
إذن (صم؟* ۰ ) زمرة ابدالية . 


© (۱) ۲ = و؟ و و 


تعریف (۱ = ۸) 


("O 006 5‏ خاصة التجميع 
= ؛ © 4 تعريف © آومن الجدیل (۸-۱) 
0 ۷۲۰ لماذا ؟ 


ویالش : (ب) 5 = ۲ © ۲ 0 ۲ 
TO FO TF) =‏ نع ۳ ۲ 
(ح) ۶ و 0۶ 21 E 0 ۱-۶0 EOE‏ 
(د) ۳" 2 ۱ 
۳ ۶ ۳۵۲ ۳۳۵ 
ROO 2‏ وی و دک د 
O: =‏ ف 38 رق ےج 


و( 


: )٩-۱( تعریف‎ 


نقول إن الزمرة (سی-. ٭ ) منتهية إذا كانت سیم مجموعة منتهية › آما إذا كانت سر 


مجموعة غير منتهية فنقول إن (سید» * ) زمرة غير منتهية . 


وعندما تکون س زمرة منتهية فإننا نرمز لعدد عناصرها بالرمز | س | ونسمیه رتبة الزمرة . 


وحیث إن أي زمرة منتهية (سہ ؛ « ) هي مجموعة غير خالية لوجود العنصر ا محاید فیها فان 
رتبتها = |س| > ۱. فمثلاً : 

رتبة الزمرة ( مین :© ) > |ضع ]خن « 

رتبة الزمرة ( صم * ؛ © )= اسب » | ٤=‏ ؛ لاحظ أن ص - صم -(.) 
رتبة الزمرة (سپہ؛ ۰ ) الواردة في المثال ( ۱ - ۲ ) = |سپہ| = ٦‏ 

وبالرجوع إلى الثال ( ۱ - ۲۹ ) نلاحظ أن الزمرة ( صب * ۰ ©) يمكن الحصول على جمیع 
عناصرها من قوی العنصر ۲ وذلك على النحو الاتي : 


۲ ۱۲ 


TYE ۲۲۰ ۶ ۲ ۲ ۲‏ ۲0 تو ۲06 2 ۲. 
YOY =‏ ۲۵۲-۶ = \ 
gi‏ لان PEER EES‏ پا سے 
نقول في هذه الحالة إن العنصر ٢‏ مود للزمرة صم ٭ ( أو" یود الزمرة 7 
ونستخدم الرمز « ۲ للذلالة علی الجموعة التي تولدها قوی العدد ۲ :آئ أن : 


SFTN TEKE EES‏ رر 


لاحظ أن القوى الاخری للعدد ۲ لا ینشا عنها عناصر جديدة فی ص ٭ ‏ فمثلاً : 
ي 
EO N ۲۵۵۲ ۲‏ 


لنأخذ ۶ 3 صر + ونحسب ١‏ 4 > فنجد 
3 


لاه كد RE‏ ا کو للك ا6 


48,12 )کو سے 


إذن العنصر ٤‏ لايولّد الزمرة مير * ٠‏ 
ويصفة عامة إذا كانت (سٍد» * ) زمرة رتبتها ن وکان س 3 سہفإن : 
و یی 6 = [ س س۲ س۲ ۰ ... » س = م)] » حيث م الحاید في 


سید » ر < ن . وفي الحالة التي يكون فیها س > = سر- نقول إن س مولّد للزمرة سرم . 


کو روہ یہ 
نقول إن الزمرة ( سم ۰ ٭) داشرية |ذاوجد بها عنصر واحد على الاقل يولّدها ( أي إذا 


وجد بها عنصر س 3 سہ بحیث < س > = سم ) . 
مثال ر ۲۷-۱) : 
آثبت أن ( صم ۰ ©) زمرة دائرية وعين جمیع مولّداتها. 


انل 


إن (صي ۰ ©) زمرة إبدالية , حسب النظرية ( ١‏ - ه ) . لذا يبقى إثبات أن صب 


زمرة دائرية . 


EA YT روا ولا‎ 


چ 
= [ ۰ ) صم ۰ 

NE ےج‎ a 
(T= ۱۱۵۱ 2۳۱ (تذکر آن‎ )۰.۵۰۰۳۲ ۰۲۰۸۱ } 


e 


إذن العنصر ١‏ يولد الزمرة میم. وبالتالي فان صم زمرة دائرية . 


دكي = ڑب {TiN‏ = ]یسح 


rE‏ ہہ 


SE ESTE EES 


ده » = ([ ۲۵۰۲۵۰۵ ۵۰۳۵۰۵ ] 


۰۰۱۱۲۸۲ ۵ ۵ [ 


ل 


. صم‎ = >١١ 
. إذن موّدات الزمرة صم هما العنصران ١ء ه فقط‎ 
: 6۲۸-۱ مثال ر‎ 
في الثال ( ۱ - ۲۷ ) ء آثبت أن النظام ( 50 > © ) زمرة » حیث < ۲ > دص‎ 
. والعملية © هي نفسها عملية الجمع العرفة على صرح‎ 
انیت‎ 
: نستنتج أن‎ ) ٩- ١ ( من الجدول‎ 
. نظام مغلق‎ )6 ۰ >5<( )١( 
. > ۲< الحاید الجمعي وهو الصفر موجود في‎ (۲) 
: لكل عنصر في ‹ ۲ > نظیر جمعي » حیث‎ )۳( 


رن جدول )٩-۱(‏ 
نظيره ٠|‏ ؛ ۲ 
)٤(‏ خاصة التجمیع محققة ۰ لان © عملية تجميعية . 


إذن (<۲ ۰6 ©) زمرة . وحیث إن <۲ > ( صم فإننا نقول : 


إن >7١‏ زمرة جزئیة من الزمرة مو 


ويصفة عامة نقدم التعریف الاتي : 
کرت 2۱32 
إذا كانت (سپہ؛ * ) زمرة وکانت مر مجموعة جزئية غير خالية من سہ بحیث یکون ( مرم. *) 


زمرة فان صہ تسمی زمرة جزئية من سي ونرمز لذلك بالرمز ص د سبح ( ونقرأه صم 


زمرة جزئية من سم ) . 


تدریب ۱۵-۱ ) 


ہس نی 4 
انظر إلى الربع المبين في الشكل ( ۱ - ۰ ) 
حیث رقّمت رژوسه بالاعداد ۰۲۰۱ ۶,۳۲ 
وتصفت آضلامه پالنقاظ ن :رخ اد 
(۶) سندرس أولاً مجموعة الدورانات في مستوی الربع 
حول مرکزه « و » التي تحول ا مربع إلى نفسه : 
تعبتر عن الدوران الوجب ( أي الدوران في عکس اتجاه , 
عقارب الساعة ) بزاوية ٩۰‏ بالصورة 
۷ ۲ 7۳ ,۶ 
۰( ۲ ۲ 1 ۹( 
لاحظ آن د, تطبیق تقابل مجاله < مجاله القابل < [ 4۰۳۰۲۰۱ ) وهو يحل الرأس ۱ 
إلى الراس ۲ والراس ۲ إلى الراس ۳ والراس. ۳ إلى الراس .6 والزاس ۶ إلى الاش ۰۱ 


ویکون الدوران بزاوية ۱۸۰" في الاتجاه الوجب هو دوران موجب بزاوية ٩۰‏ یتبعه دوران موجب 


آخر بزاوية ۹۰ ۰ أى أن الدوران بزاوية ۰۱۸۰ والذی نرمز له بالرمز دم هو الحصلة : 


رد E‏ ا اج 
ناوت و 


وبالمٹل یکون الدوران بزاوية ۲۷۰" هو : 


9 5 ےر کا ای کا پچ کے 
دراو و رہ Cees JOON‏ 
أما الدوران بزاوية ۰٦۳ٴ‏ فهو : 
٤ے‏ 
سرعم ص( و 


وهذا اللوران يعيد الربع إلى وضعه الاصلي › بعبارة آخری فان : 
الدوران د, لا يغيّر وضع الربع 
(ب) إذا کانت د 2 دب .دی ٠م‏ تمثل تناظطرات ( انعکاسات ) الربع حول محاور 
تناظوه تاس بث اه ٠‏ القطر الوصل بقع الرآمن. ٩‏ والزأين ۳ والقطن الموصيل'بين 
الراس. ۲ والراس ۶ على الترتیب فإن.: 


۳ ۷ ۲ ۶ ت ETF‏ 
دای ۶ 1 5 

PE NCE ere) 
EF ۹ں‎ 

ل = 0 ال 

وہ ۸ 


وجميع هذه التناظرات هي تطبيقات تقابل مجال كل منها = مجاله القابل = ( ۲۰۱ ۲۰ ۰ 4 ) 


سم 
ہم ہم 
و ام 
> 4 
کی 
سح 
۱ 


كما أن : هد Ss‏ َس کت ( تاکد من ذلك ) . 


ويوضع سرمت [ دې »ل لم 0 ٠.٠٠‏ دړ ) 
فإن (سي.» ۵ ) زمرة غير إبدالية . حيث 
بشن من الجدول ( ۱ - ۱۰ ) آن : 

(سپم , ٥‏ ) نظام مغلق وأنه غير إبدالي 
عنم تناظن العناضر حول قطن الجدول 


وأن به عنصراً محايداً هو د, وأن لكل 


0 فيه نظير حيث : 


أمَا خاصة التجمیع فهي محققة لان عملية تحصیل التطبیقات « ه » تجميعية ء نظرية (۱ -۲) 
ت 


في الثال ( ١‏ - ۲۹ ) اجب عما يلي : - 


(۱) آثبت أن (سپد, ه ) زمرة غير دائرية رتبتها ۸ . 
(۲) أثبت أن ( < د,» ۵۰ ) زمرة دائرية وأوجد رتبتها . 
(۳) أوجد ثلاث زمر جزئية مختلفة من الزمرة سپ-. 

. حل المعادلات الآتية في الزمرة سیم‎ )٤( 


(8 ۱ هاش لو 
(ب) سه لپ = پ۷۳ 
(ح) سه ثم = فا 


تمارین (۱ - 1) 


: أوجد حلول المعادلات الآتية في النظام ( 0 © ) .ان وجدت‎ ) ١( 


(۳) .اي 0 ۲ ۲۶ E O)‏ 
(ب) ۷ () س ۱2 ئا" سای ۰۵ :۴ 


: آوجد حلول العادلات الآتية في النظام ( عم ©( » إن وجدت‎ (٢١ 


( 0 یی ار 17۰2.۳ لے کشر تپ وب 
اک اش 1 )2ق ہیں ا 


(۲ ) برهن أن النظام ( ص ٠‏ © ) مفلق وتجميعي وابدالي وبه عنصر محاید ضربي هو 
العدد ۱ ؛عندما ني ۲ ان دط . 
في التمارین ( 4؛ ) إلى ( ۱۰ ) إذا كانت الزمرة دائرية فعيّن أحد مولداتها : 
CS‏ 35ء (ê‏ 
(۰) (صي ۰ @) 
(5) (سيْ ۰ 0) 
(۷) (صم ۰) ؛حیشر 5 ط .ر ۲6 
(۸) (سید, © ) , حیث ہے [ ۱۰۰۲ ۰۸۰ () عملية ضرب مقیاس ۱۰ 
)٩(‏ (سہ؛ ن) . حیث سح ([۰۱ ۰۰۳ ۰۷۰ () عملية ضرب مقیاس ۸ 
(۱۰) (ن*۰ (e‏ 
(۱۱) في التمارین ( ؛ ) إلى ( ١٠)عيّن‏ رتبة الزمرة عندما تکون منتهية . 
(۱0) في الزمرة (صخ, ۰) احسب كلاً من : 


(۱) ۲۳ (د) ۰ 
(ب) ۳۲ (م) ۲۷ 
(ح) ۱۰ (و) ۳۹ 


(۱۳) في الزمرة (صح, ۰ ) عین آربع زمر جزئية مختلفة للزمرة صي ٠‏ 
)4( هل (صبح ۰ © ) زمرة ؟ ولاذا ؟ 

)۱١(‏ هل ( ص ۰ © ) زمرة ؟ ولاذا ؟ 

: ناقش صحة العبارة الآتية‎ )١١( 


سرد زمرة دائرية جج سره زمرة ابدالية . 


(۱۷) اذکر سبباً واحداً فقط لکون العبارة فیما يلي خاطنة : 
(۶) النظام (([۲۰۱ ٠)‏ © ) زمرة جزئية من الزمرة (صم* ۰ )۰ 
(اب) النظاف زو[ ۱۱۸ جع مرف من انر زیم عضخ 
(ح) النظام ( ك )+٠‏ زمرة جزئية من الزمرة (صہ 2 + ). 
٠١ - ١‏ النظام ذو العملیتین الثنائیتین : 
تعرف أن عملية الجمع « + » على مجموعة الاعداد الكلية ك هي عملية ثنائية وقد رمزنا لذلك 
لام توق( 66۰۵ + كمااأن عطلية'التضرب ي .+ على المجصوعة لد هي يمضنا عمل 
ثنائية رمزنا لها بالزوج المرتب ( ك ۰ × ) . وفي هذا البند سنرمز لعمليتي الجمع والضرب معاً على 
ك بالثلاثي الرتب ( ك ۰ + ۰ × ) وندعوه نظامأذا عمليتين ثنائيتين أو نظاماً مغلقاً بالنسبة لعمليتي 
الجمع والضرب . 
وعادة نهتم بدراسة مثل هذا النظام (کما سنری ذلك في باب « الأعداد الركبة » إن شاء الله) 
ومعرفة ما إذا كانت إحدى عملیتیه تتوزع على الأخرى , فمثلاً ؛ في النظام ( ك »+ ۰ × ) نلاحظ أن 
۲(۴ +۵ ) <( ۲*۳ ) +(۵*۳) 
<(۲ ۲۲ ) +(۵ ۲ ) . لان العملية × ابدالية 
<(۲ + ۵ ) ۲۲ 
وبالٹشسل : 
۷( ۲+۳ ) 2 ۲۱۷۷ + ۲۰۷ 
ع ۳ ۷ ۸۷ +۲ ۲ ۷ 
۶( ۲ +۲ ) ۷ ۷ 
ويصفة عامة إذا كانت ٢ء‏ ب ‏ ح 23 ك فان : 
۴ × ا( بپ + ) ۲۶پ +۲×حہ 


= ب × ۴+ جه ءام 


( ب + ح) * ۱ 


ونعبر عن ذلك بقولنا إن عملية الضرب تتوزع على عملية الجمع في ك . 


تعریف (۱- ۱۲ ) : 


إذا كان (سم؛ * ۰ ه) نظاماً ذا عمليتين ثنائيتين فاننا نقول إن العملية ه تتوزع على 


العملية ٭ إذا كان لكلم ء ب » ح 3 سح يتحقق الشرطان : 
۶ (ب «ح) -(۰۴ب) ۰۴(۰ح) 
(ب + ح) ۱۰<(ب ۰ ۱) ۰ (<ه۱) 


ہے ا 
)١(‏ في النظام (ح۰-۰×) تتوزع عملية الضرب على عملية الطرح لأنه : 
لكل ۱ء ب , د ق ح فان : 
ER‏ بسح )۲ اب + ده )با 
= ۴ × ب +× (-ح) 
= ب ۲۷+( - جح ) ۲۷ 
= [ب +(-ح) ] *۲ 
= (ب -د) ۲ 
(۲) في النظام ( ح :+ »× ) لا تتوزع عملية الجمع على عملية الضرب أي أنه : 
لکل ( ب د 3 ح فان : 
۶ +(ب»*اح) ع (۶+ب)×(۶+ھ)ء مالم يكنم - ۰ 
فمثلاً: ه +(۲ ۵+ ۱۷۱۲ 
(ه +۰()۲ )۷۲۹۰۸۶ 


مثال ( ۳۱۳۱ : 


إذا كانت سي مجموعة جميع الجموعات الجزئية لجموعة معينة فإنك تعلم من دراستك السابقة 
أن كلاً من عمليتي التقاطع ٦‏ والاتحاد لا تتوزع على الاخری . أي أنه في النظام (میہ ۰۰ ) 


یتحقق مايلي : 
(۱) عملية التقاطع ٦‏ نتوزع على عملية الاتحاد لا . 


(۲) عملية الاتحاد لا تتوزع على عملية التقاطع م . 


ات سسکا 
یہہ سی سرت سی سو × ) » ولاذا ؟ 
(۲) هل عملية الجمع تتوزع على عملية الضرب في النظام (ن ۰ +۰ × ) » ولاذا ؟ 


) 
(۲) هل عملية الضرب تتوزع على عملية الطرح في النظام ( صم - ۰ × ) » ولاذا ؟ 
)٤(‏ هل عملية الطرح تتوزع على عملية الضرب في النظام ( صم , - ۰ × ) » ولماذا ؟ 
تمارين عامة 
(۱) إذا كانت © عملية ثنائية على المجموعة ك معرفة على النحو التالي : 
س © ص = س + ص + س ص لكل س ص 23 ك 
فأجب عما يلي : 
(۶) احسب قیمة ( ۳ © )٤‏ © ۰۷ 
۳( )۷ ) وقارن بينهما . 
(ب) أثبت أن © إبدالية . 
(ح) ماهو العنصر المحايد للعملية و6 ؟ 
( د ) هل العملية 60 تجميعية . ؟ 
(۲ ) إذا كانت » عملية ثنائية معرفة على المجموعة صر- على النحو التالي : 


س + ص = س - ۲ ص 


فأجب عما يلي : 


(0) احسب قيمة (۷*۱) +۰۲ ۲۰۷(۰) 


(ب) هل يوجد للعملية الثنائية « عنصر محاید ؟ 


(ح) هل العملية الثنائية ٭ إبدالیة ؟ تجميعية ؟ 


)۲( لتکن العملية ٭ معرفة على مجموعة الاعداد الحقيقية ح كالآتي : 


ب = - بپ +۲ پ. 


. أثبت أن ٭ غير إبدالية‎ ) ٠( 
. (ب) أوجد العنصر المحايد لهذه العملية إن أمكن‎ 
أكتب جدولاً لعملية تحصيل التطبيقات ه على المجموعة‎ )۶( ) ۶ ( 


ل 
۳ 


سب = [ در »دې »ل »لپ ) حیث : 


: دوران الستطیل ۶ ب ح د باتجاه دوران عقارب الساعة حول « و » بزاوية ۳۹۰" 


: دوران الستطیل ( ب ح د باتجاه دوران عقارب الساعة حول « و » بزواية ۱۸۰" 


۲ ص 


ا 


: تناظر الستطیل ( ب ح د حول س سي 
: تناظر الستطیل ۶ ب ح د حول ص ص, 


(ب) ادرس خواص العملية « » » من حیث : 


(۱) کونها عملية ثنائية على سہ . 


(۲) کونها إبدالية أم لا . 
(۳) وجود عنصر محاید في سرد. 
(۶) وجود نظیر لکل عنصر في سرح . 
(ح) هل ( سپہ ه ) زمرة إبدالية ؟ ولاذا ؟ 
( د ) هل ( سے ه ) زمرة دائرية ؟ مع التعلیل ؟ . 
(ه ) ادرس الانظمة الواردة في التمارین (۱) إلى (۳) وحدد ما إذا كان کل منها زمرة أم لا ۰ 
مدع التسپرین . 
)٩(‏ في الزمرة ( صب ۰ () ) أجب عما پلي : 
6 أكمل : | صي 
( ب ) ماهو العنصر المحايد في الزمرة صب ؟ 
(ح) ماهو نظير العنصر ۷ في صب ؟ 
هل ۲ .ملد للذمرة یه عو لمانا 


(د) 

۶2 اقل ده 5 نا 
( 

) 


د 


4 ایجد|‹ ۳ | 
ز) أوجد ثلاث زمر جزئية سم سی سح ات 
از مزع اجه 
( ۷) ناقش صحة کل من العبارتین الآتيتين : 
(۲) ۰ + عملية ثنائية معرفة على سر < (سید, « ) نظام ذو عملية » 
( ب ) « النظام ( صم ۰ © ) ليس زمرة لاي عدد طبيعي ن » 
(۸) بين ما إذا كانت إحدى العملیتین تتوزع على الأخرى في الانظمة الآتية 
0) (ط+×) (ب) (ن-۰*) ھا (ع:+۰-) (د) (ع* ×+) 


المصفوفات والمحددات 


تمهید . 
بعض أنواع الصفوفات الشهورة . 

جمع الصفوفات وضرب مصفوفة بعدد حقيقي. 
ضرب الصفوفات . 

النظیر الضربي لصفوفة . 

بعض التطبیقات البسيطة على الصفوفات . 


: حل نظام العادلات من الدرجة الاولی في مجهولین 


۶ متا کو یا 


استخدام المحددات من الدرجتين الثانية والثالثة في حل 


أنظمة المعادلات الخطية . 


۲-اتمهید: 

نبدأ هذا الباب بدراسة الصفوفات ثم نأتي على دراسة الحددات في نهاية الباب . إن لدراسة 
الصفوفات في الریاضیات أهمية کبری إذ أنها تستخدم في العدید من فروع هذا العلم وتطبیقاته ٠‏ 
ومن ذلك استخدام الصفوفات في حل أنظمة العادلات الخطية وفي حل مسائل البرمجة الخطية والتي 
تطرقت لحالات مبسطة منها في الصف الأول الثانوي . وتأتي آهمية الصفوفات من آنها تستخدم 
لتمثیل دوال التحویلات الخطية في موضوع الجبر الخطي . إن للرياضيات تطبیقاتها الكثيرة في 
العدید من العلوم الإنسانية والاقتصادية والفيزيائية والهندسية وهذا یتمثل بصورة خاصة في 
الصفوفات والتي لايستفني عن دراستها الشتغلون في علوم الاقتصاد والاجتماع والفیزیاء 
والاحصاء والهندسة بانواعها . بالنسبة لتاريخ دراسة الصفوفات فربما یکون آول من 
استخدمها هو العالم البريطاني كيلي ( الذي عاش الفترة من ۱۸۲۱ - ۱۸۹۰م ) . لفرض تقدیم 
تعریف الصفوفات , نستعرض ا ثال التالي : 
ہہ 

لنفرض أن لدينا أربعة طلاب ۴ ؛ ب ٠‏ ح ٠‏ د كانت درجاتهم في اختبار مادة التفسير هي على 
الترتيب ۸۰ ۰۷۲۰ ۱۲ ۰ ٩۰‏ وفي الحديث الشريف ۷۰ ۰ ۸۶ ۰ ۸۸۰۷۰ على الترتيب . أما درجاتهم 
في التوحید فهي على الترتیب ۰ ۰۵۸۰۷۱۰ ۸۶ . 

یمکن تنظیم هذه العلومات في جدول مستطیل من ثلاثة صفوف وأربعة أعمدة كما يلي : 


۲ 5 وق ق 
TEE‏ 
عام 
SIRS‏ 


إن الصف الأول في هذا الستطیل يعبر عن درجات الطلاب في التفسیر , والصف الثاني 
يعبر عن درجاتهم في الحديث الشريف . أما الصف الثالث فيعبر عن درجات الطلاب في التوحيد » 
كما أن العمود الأول يعبر عن درجات الطالب ۶ في المواد الثلاث معاً » والعمود الثاني يعبرعن درجات 
الطالب ب في المواد الثلاث معاً » والعمود الثالث يعبر عن درجات الطالب ح في المواد الثلاث معا ء 
أما العمود الرابع فیعبر عن درجات الطالب د في المواد الثلاث معاً . 

إن هذا الجدول يعبر عن مصفوفة ‏ وقد اصطلح على أن تكتب على الصورة : 


۸۸ ۷۰ HÊ ۰۵ آو‎ ۸۸ ۰ ۸٤ Vo 


وسنختار الاصطلاح الأول في هذا الكتاب . كما تجدر الملاحظة إلى أن الصفوفة السابقة 
مكونة من ۱۲ عنصراً موزعة في ۲ صفوف و ۶ أعمدة لذا يقال إنها مصفوفة من النوع ۳ × 4 


ويصفة عامة نقدم التعریفین الآتيين : 


تعریصف (۱-۲) 0 


الصفوفة عبارة عن تنظيم عددي مؤلف من مان عنصراًء مرتبة في جدول 


مستطيل مکون من م صفاً , ن عموداً حيث م ٠‏ ن عددان طبيعيان . 


تعریف (۲-۲) : 


نقول عن مصفوفة إنها من النوع م × ن وتقرأ م في ن إذا كانت تحتوي صفوفاً 
عددها م وأعمدة عددها ن كما نقول اختصاراً إنها مصفوفة م × ن حيث 
م٠‏ ن عددان طبيعيان . 


سنرمز للمصفوفة بحرف تحته خط مثل ( »2 ب »2 ح , ... خشية الالتباس بين 
المصفوفة وعناصرها . 

كما يجب الانتباه إلى أن عناصر أي مصفوفة في هذا الباب تنتمي إلى مجموعة 
الأعداد الحقیقة ع . 


إن كلاً من التنظيمات العددیة التالية هو عبارة عن مصفوفة حسب التعريف ( ؟ - ١‏ ) : 


لض e‏ 
٥ ۷ 2 ۷ (١‏ ت. ۲ 
وت ۱ 
)+ 1 
ا 3 
(۲) ىه = ۱ 230 ۱ 
> ۳1 
(٦‏ 7 | س 6 ېم سں 
3 لم ل سپ مد 
یں سم پر يع 


لاحظ أن المصفوفة أ في الفقرة (۱) هي عبارة عن ستة عناصر مرتبة في صفین وثلاثة أعمدة . 
إن عناصر الصف الأول هي ٤‏ ۳۰۱۰ وعناصر الصف الثاني هي - ۰۰۷ ۲-۰ بینما عناصر 
العمود الأول هي ٤‏ ۰ - ۷ وعناصر العمود الثاني هي ۱ ۰ ه وعناصر العمود الثالث هي ۲ , -۲ 
وحسب التعریف ( ۲ - ۲ ) نقول : 
إن ۲ مصفوفة من النوع ۲ × ۳ء حیث م =۲ »ن < ۳ . 
إن ب مصفوفة من النوع ۲ ٢×‏ حیث م < ۳ .ن <۲ ۰ 
حب مصفوفة من النوع ۲ × ۲ حیث م < ۲ »ان <۲ , 
آما الصفوفة س فهي من النوع ۲ × ٤‏ ( ناذا ؟ ) 
في کل من الفقرات (۲) ۰ (۳) )٤( ٠‏ عين عناصر الصفوف والاعمدة لکل مصفوفة كما فعلنا 
في الفقرة (۱) . 
بصفة عامة إذا كانت س مصفوفة من النوع م × ن فإننا نکتب س على الصورة التالية : 


ورغبة في الاختصار نکتب الصفوفة س بالصورة : 

س = [سیر ] حیث ‏ ی ۲۰۲۰۱2۶ ۰.... .م 
یں اکا ea FEY‏ 

إن سيير يمثل عنصراً عاماً في الصفوفة س حيث ترمز ى إلى ترتیب الصف الذي يقع فيه 

العنصر » بينما ترمز ه إلى ترتيب العمود الذي يقع فيه هذا العنصر ويذلك يتعين العنصر سی ر 

تماماً بمعرفة قيمتي ى ٠ھ‏ معاً وبعبارة أخرى » فإن العنصر س ‏ هو عنصر المصفوفة س 

الذي يقع في تقاطع الصف ذى الترتيب ى والعمود ذي الترتيب ه . 


کی تو و يم ۳۳۳۸۳ کین 
وعناصر العمود ذي الترتیب ه في الصفوفة س هي : 


شی ید یی سم و 


اقا ۶ ۲ ۱۵ ۲ 
نہ - ۱ 0 


فعین قیم جمیع العناصر سی و 

سم ال 

ہما أن الصفوفة من النوع ۲ ×۳ فان : 

ی = ۲۰۱ بینما ه = ۲۰۲۰۱ ويالتالي فان . 
سر له ستة قیم هي : 

العنصر الذي یقع في الصف الأول والعمود الأول = س < ۱ 
العنصر الذي بقع في الصف الأول والعمود الثاني س 2 - ١‏ 


1 سم 2 ۲ ۰ س ع جاع 7 سې ۱2 من ۶ 6 . 


تعریف (۲۰-۲) : 
نقول إن المصفوفتين س ۰ ص متساويتان ونکتب س = ص إذا تحقق الشرطان التاليان معاً : 


ن عدد صفوف س یساوی عدد صفوف ص وعدد أعمدة 


(۲) سی = صی و لجمیع قیم ی , ه الممكنة , حيث ی , ه عددان طبيعيان . 


ین قيم ۰۲ ب ء ح ء د إذا عملت أن : 


5 ن 1 
اس = پ 
٢ھ‏ +۳ 0 


من تعريف تساوي مصفوفتین نجد أن : 


۴- پاے ۱ (e2)‏ 
۲ج + ٩-۲‏ (۲-۲) 
ووي تا دم 
١-ب=ه Cê)‏ 


من العادلة (؟ - 4) نجد أن ب ٤-=‏ ومن (۲ -۱) نجد أن 
2F‏ ۰2۱-۱2 ۳ . 
من العادلة ( ۲ - ۲ ) نجد أن ح = ۳ وأخيراً نحصل على قيمة د » من العادلة (۲ - ۳ ) 


حيث د = ٤-‏ - بن = - 4 + 4 = صفراً . 
(۱) ماعدد العناصر في كل من المصفوفات الآتية : 


(1) مصفوفة من النوع ۲ ۳ (ب ) مصفوفة من النوع ۸×۷ 


(ح ) مصفوفة من النوع ۷×۷ ( د ) مصفوفة من النوع ۱۲ ٠١×‏ 
(ه) مصفوفة من النوع ن × ن (و ) مصفوفة من النوع م ان 


(۲) آوجد قيمة کل من ( .بح »د إذا كان : 


ےچ نو مو ۳ 55 
+P‏ 8 5 55 وت 
تسمارین (۲ -۱) 


(۱) آربع مدن هي ۶ء ب ١‏ ح »د . فإذا كانت السافة بالکیلومترات بين أي مدینتین موضحة 
في الجدول التالی : 

فأجب عما يلي : 

أولاً : اكتب مصفوفة تمثل هذه المعلومات 

ثانياً : بفرض أن س هي الصفوفة المطلوبة في أولاً 

أوجد مايلي : 


(ب) س پې وماذا يعني ذلك ؟ 


(ح) ما هي العلاقة بين سې ء س , ؟ 

( د ) اكتب جميع عناصر الصف الثاني للمصفوفة س . 
(ه) اكتب جميع عناصر العمود الثاني للمصفوفة س . 
( و ) ماذا يمكن استنتاجه من (د) » (ه) ؟ 

(ز) أوجدس ‏ عندماى ۰۶۰۳۰۲۰۱ 


ماذا تلاحظ مع إبداء السبپ ؟ 


(ع) أكمل مايلي : 
(۱) س مصفوفة من النوع e‏ 
(۲) سى م = سرے لجمیع قیم .... 
(ط) هل تلاحظ أن س هي مصفوفة تتمتع بخواص معينة لا تنطبق على المصفوفات بشكل 
عام أم لا ؟ 
(۲) أوجد قيمة كل من ۲ »ب , ح , د 


إذا عملت أن : 
¥ ۱۰ ۳ ۲ب 
۲+ ح ۷ی سل 7 
(؟) اکتب الصفوفة ۶ إذا علمت أن م مصفوفة ٠ × ٤‏ وأن عناصر الصف الأول هي 


ا اتةه على اقرب اهي الف الثاني هي ۶ب و ول رف غلی لوریت 
وأن عناصر الصف الثالث هي نفس عناصر الصف الأول بعد ضرب كل عنصر في ٠‏ بینما 


عناصر الصف الرابع هي نفس عناصر الصف الثاني بعد ضرب كل عنصر في ( - ۲ ) . 


جسول(۱) 


الجدول (۱) يبين أجور الکالات الهاتفية في الدقيقة الواحدة بالهللات من ۶ء ب ٠‏ ح إلى 


المدينتين د , ه والجدول (۲) يمثل آجور اکا مات الهاتفية في الدقيقة الواحدة بالهللات من 


المدن ] » بّ > ح إلى الدینتین د ء هت » والطلوب : 
( ۱) کتابة مصفوفة تعبر عن الجدول (۱) وتبیان نوعها وعدد عناصرها . 
(ب ) کتابة مصفوفة تعبر عن الجدول )٢(‏ ۰ 
(ح) إذا علمت أن الصفوفتین العبرتین عن الجدولین (۱) ۰ (۲) متساویتان فاوجد قیم کل 
من س ۰ ص ۰ ع »ل ۰ 


۴ - ۲ بعض آنواع الصفوفات الشهورة : 


(١)المصفوفة‏ الستطیلة : 

وهي مصفوفة من النوع م × ن حيث م عو ن وف الحالة التي یکون فیها م = ۱ فإن 
المصفوفة تسمى « مصفوفة صف » أي أن مصفوفة الصف هي من النوع ١‏ × ن وعندما تكون 
ن = ١‏ فان المصفوفة تسمى « مصفوفة عمود » أي أن مصفوفة العمود من النوع م ١‏ . 


(۲) الصفوفة المربعة : 
وهي الصفوفة من النوع ن × ن أي أن عدد صفوفها يساوي عدد آعمدتها . لاحظ أنه في أي 
مصفوفة مربعة س حيث س = [س , , ] تسمى العناصر س . . بالقطر الأساسي للمصفوفة س . 


(") المصفوفة القطرية : 
وهي مصفوفة مربعة جميع عناصرها أصفار ما عدا العناصر الواقعة على القطر فيكون أحدها 
على الاقل مغايراً للصفر . 


() مصفوقة الوحده ؛ 
وهي مصفوفة قطرية يكون فيها كل من العناصر الواقعة على القطر مساوياً الواحد وسنرمز 
لها بالرمز ے ن آو بالرمز م إذا لم نخش الالتباس . 


(4) المصفوفة الصفرية : 


وهي المصفوفة م × ن وجميع عناصرها أصفار . وسنرمز لها بالرمز «- م×ن » أو بالرمز 
ويك + إذاالم نخش الالتباس . 


ویلاحظ أن م قد تساوي ن هنا وعندها نكتفي بالرمز « سن » أو بالرمز « ع » فقط 


(۱) الصفوفة : 31 5 مستطيلة فيها م - ٢ء‏ ن ۳2 
رنه م۳ 2 42 ] متصفوفة صف فا ۹۷۰ ن-<ا) 


| مصفوفة عمود ء فیها م = ۰۳ ن = ١‏ 
۱ 


0 ۱ ۳ 
۰ ۲ ٦- : الصفوفة‎ )٤( 
9 1 ۷ 


مصفوفة مربعة ۳ × ۲ قطرها الاساسي الاعداد ۲۰۲ ٩۰‏ وقطرها الآخر ( الثانوي ) 
الاعداد ۵ ۲۰ ۰ ۷ . 


۱ ۰ ۰ 
(ه) الصفوفة : 1 ۱ ۲ 
۰ ¥ 
مصفوفة قطرية ۳ ۳ قطرها هو ۲۰۱-۰۱ 
۹ ۰ ۰ 
)٦(‏ كل من الصفوفات [ ۱ ] . 1 : 1 ۱ ۲ 
هي مصفوفة وحدة . وہ میں ۲ 
(۷) كل من الصفوقات : [ ۰ ] ۰[ : ] ۰[ ۰۰ ]2 [: ( ]1۰ ۰ ] 


هي مصفوفة صفرية . لاحظ أن كل واحدة منها تختلف عن الأخرى فمثلا : [۰ ۰] + [:] 


لان الیمنی من النوع ۱ × ۲ آما الیسری فمن النوع ۲ ١×‏ . 
۲ - ۲ جمع الصفوفات وضرب مصفوفة بعدد حقيقي : 
جمع الصفوفات : 

إن للمصفوفات بناءاً جبرياً یمکن من خلاله أن نجري العدید من العملیات الحسابية مثل الجمع 
والضرب ولکن هناك قیود على هذه العملیات تتعلق بنوع كل من الصفوفتین الخاضعتین للعملية 
الجبرية . سنبداً في هذا البند بعملية الجمع . فإذا کان لدینا : 


و جو ۷ ۹ 
من 2 | .و ۲ ۰ ص 2 در یت 
٤ :‏ ۲ 


وهما من النوع نفسه ( ۳ × ۲ ) فانه من الطبيعي أن یکون حاصل جمع س + ص مصفوفة 
من النوع نفسه ( ۲ ۲ ) وعناصرها هي حاصل جمم عناصر الصفوفتین س , ص أي أن : 


+۷ -۱ +۱۱ 
تن + هن .2 ۵ +۲ ۲ + (-۱۵) 
۳+ 1 ۲+۷ 
3 ۱۰ 
7 ۷ ۱۳ 
۷ 5 


ماذا لو کان نوعا الصفوفتین الراد جمعهما مختلفين ؟ 
هل یمکن جمعهما ؟ نرجو أن تکون قد عرفت الجواپ . 
علی آية حال ها تحن تورد تغرف جمع مسيقوفتين نما يجيب على السوال: 


تعریف (۲ - 1 ) : 


إذا كانت س = [ سییر ] ٠‏ ص = [ صرى , ] مصفوفتین کل منهما من النوع ( م × ن ) 
فإن مجموعهما هو مصفوفة من النوع نفسه وهي : 
ع 2 [ غیر ] .حیث ی بر 7 سبی ی + عرس و 


إن هذا التعریف يعني آننا نستطيع جمع أي مصقوفتین س , ص إذا وإذا فقط كانتا من 
النوع نفسه ( م × ن ) وحينئذ يمكنتا أن نكتب مجموعهما بالصورة . 
س + ص = [سییر ] + [صیر ] 
عو 3ے مرن 
أي آننا نحصل على مصفوفة جديدة من النوع نفسه کل عنصر فیها هو مجموع العنصرین 
التناظرین بالوضع في س »2 ص . 


بما أن الصفوفتین س ٠‏ ص من النوع نفسه فان الجمع ممکن ( معرف ) . 


t+ ۲ + )۲-( )۲( +۷ 


(-ه) + ه ٩‏ + ۳ ۱+ (-۷( و وت 


كن“ ا ان سن + س 
هل یمکن جمع الصفوفة س مع الصفوفة ع 
علماً بان 3 
ك 3 
E‏ 
ولاذا ؟ 3 ۷ 
وازن بین س + ص › ص + س 
ماذا تلاحظ + 0 الا 


ضرب مصفوفة بعده حقيقي : 


درا ۱ مرا 
۰-- تمثل هذا الجدول 
۱ ۱ زد 


لو ضرینا کل عنصر من عناصر هذه الصفوفة بالعدد ۱۰۰ لظهرت معنا مصفوفة آخری تعبر 
عن الاجور بین تلك المدن بالهللات ونکون بذاك قد ضربنا الصفوفة س بالعده ۱۰۰ أي أن : 


وبالتالي نقدم تعریف ضرب مصفوفة بعدد حقيقي بشکل عام : 


تعریف (۲ -۵) : 


إذا كانت س = [ سي ر ] مصفوفة م × ن وکان ك 3 ع 


فان حاصل ضرب الصفوفة س بالعدد الحقيقي ك هو الصفوفة ع - [ عى ر ] حيث 
2 ك . سي لجمیع قیم ى » ه الممكنة أي أن :ك . س = [ ك . سیر ] 


في التعریف ( ۲ - ه )لما كانت ك ۰ سي ر 3 ح فان : 
ك . سى, = سى , . ك لجمیع قیم ی , ه المكنة وبالتالي فإن : 
[ ۵ .سیر ] *[1س ر ۵۰] 
وهذا يعني أن بامکاننا أن نکتب ك . س = س . ك ولعلك تلاحظ أن الصفوفة الناتجة 


)۲-( x ۱*۶ ۲ 
۶ ۷ ۲ ۲ ۷ ۲ 
)۱( x ۲ ےم‎ ۴ 


۲ 1 

ےہ سح يما 

۱ ۱ 

۾ م و 

E 
1 


في الثال ( ۲ - ۷ ) أوجد ك . س عندما تكون : 


(0) ك = + 
(ب) كع ۱ 
(ح) ۲۷-۵ 


تعریف (۲ -۱) : 
إذا كانت س » ص مصفوفتین م × ن فإن الفرق س - ص یعرف كما يلي : 


س - ص = س + (-۱) ص 


وهذا يعنى أن ع = س - ص حيث :ئې ړ = سې , - صي رلجیمع قيم ی , ه الممكنة . 


ثم وازن بين س - ص , 


¢ 
0 


خواص جمع الصفوفات وضربها بعدد حقيقي 

(۲) خواص جمع الصفوفات 

إذا كانت سم مجموعة الصفوفات من النوع م × ن فان النظام (سيد, + ) , حیث « + » 
عملية جمع الصفوفات یتمتم بالخواص الآتية : 

(۱) العملية « + » ثنائية على سم لانه : 


لکل س ٠‏ ص سہ فان س + ص و س وذك وفق التعریف (۲ -4 ). 


(۲) العملية « + » إبدالية لاه : 
لكل س 2 ص و سد فان : 
ف + اص ک [ ییا خی وفتق التفریف ( <01 
= [صبى, + سیر ] لان عملية الجمع في ح إبدالية . 
= ص + س وفق التعریف (۲ -4) . 
(۲) العملية « + » تجميعية ( دامجة ) لان : 
اليش وت E‏ و نی نا 
(س + ص ) + ع =[ (سیر +صیر ) + عى, ] وفق التعریف (۲ - ٤‏ ) 
= [ سیر +(صی ر + عى ر ) ] لان عملية الجمع في ح تجميعية . 
= س +(ص + ع) ء لاذا ؟ 
)٤(‏ یوجد في سم عنصر محايد , هو الصفوفة الصفرية ا 
لكل س و سہ فان : 
بت می ہت 
)٥(‏ لکل مصفوفة س و س یوجد مصفوفة . 
ص = (-۱) س و سہ بحيث يكون : 


ف کک ها عمج 


عن 
تسمى المصفوفة ص العکوس ( النظير ) الجمعي للمصفوفة س ونرمز لذلك بالرمز 
( - س ) ونستنتج من ذلك أن : (-۱) س = - س 


ملحوظة (۲ - ۱) 
لعلك تلاحظ أن الخواص السابقة يمكن ایجازها في قولنا « إن النظام ( سم » + ) 


زمرة ابدالية » . 


(ب) خواص ضرب مصفوفة بعدد حقيقي : 
إذا كانت س ؛ ص مصفوفتین م × ن وکان ك »ل 3 ع فان : 
(۴) ك. (س +ص ) = ك . س + ك :ص 
(ب) (ك+ل).س حك . س + ل.س 
(ح) ۵.(ل .س ) <(كل) .س 
(د) ك.س دنا جح ل -. أو س = 
(ھ) ك. س = ك.ص , له چ . حم س = ص 


(و ) ۱ ۰ س = س . 


یعتمد برهان هذه الخواص على فرض أن : 
س = [ سى ر ]. ص =[ صى ر ] والاخذ بعین الاعتبار تعریف جمع مصفوفتین » 
وتعریف ضرب مصفوفة بعدد حقيقي وأن العناصر سیر + صی‌ر 5 ح ٠‏ 
سنبرهن على صحة الفقرة ( ) »ونترك الفقرات الباقیة كتمرين للطالب : 
(۲) لنفرض [ عى, ]= ع = س + ص فیکون : 
ك . ( س + ص ) داك مع 
= [ك یر ]ء تعریف (۲ -۰) 
= [ ك(سیر + صیر) ] لان عىم = سیر + صیر 
= [ ك . سى ر + ك . صى ر ] لان عملية الضرب تتوزع على عملية الجمع في ح 
= [ك .سییر ]+ [ك.صیر ] » وفق التعریف (۲ - ۶ ) . 
= ك.س +ك. ص , لاذا ؟. 
ین ں 
إذا كانت ۲ء ب , س و س حيث سیم مجموعة الصفوفات م × ن فاوجد س التي 
هي حل للمعادلة : 


س + ب = ۲ رو 


سب یس 
بإضافة المصفوفة - ب إلى طرفي العادلة (۱) نجد أن : 

س + بپ + (-ب) = ۲ + (-ب) 

”س + (ب + (-ب)) = 3 - ب خاصة التجميع ( الدمج ) في جمع الصفوفات . 
بن یشب ا ج بح.تعاضة'العنميوين اللا طرين بالندبة لج الممتقرفات:: 
ی 02.00 

ملحوظة (۲ -۲) 

إن - ب هي النظیر الجمعي للمصفوفة ب ٠‏ وهو نظير وحید والعنصر الحاید ( ) 
وحید وبالتالي یکون : 

س = ۶ - ب حلا وحیداً لمعادلة )١(‏ . 
ال( 6۱۰۷ 


إذا كانت : 


ہا 


0 7 سال ڑا 
رو ۴ بد ری 
فأوجد حل العادلة : س + ب - ۲ وتحقق من صحة الناتج . 
ال 

اعتماداً على ما حصلنا عليه في المثال ( ۲ - ٩‏ ) یکون الحل هو : 


س - 3 - ب 


ا | 


(۱) قم ببرهان الخواص (ب) ؛ (ح) ؛ (د) » (ه) » (و) من خواص ضرب مصفوفة 


بعدد حقيقي 
(۲) آوجد حل العادلة س + 


2 
5 1 سے کن ۱ و ہے ١‏ ا ۲2 ۱ 
> ہے م 5 کا کے 8 


حل المعادلة الصفوفية الآتية : 


باستخدام الفقرات ( ۲) ؛ (ب) ۰ (ح) من خواص ضرب مصفوفة بعدد حقيقي ينتج : 


(۲) .س +( ردم ۱ = (ا)س + 3 ۱ 

عام ۲ ۱ 

سے )۴٣(‏ س + 3 ۲ = )٤-(‏ س + 1 0 
اپ ۳ 

سے ٤‏ .س + (-۲).س + 3 ٦‏ 1 ۳ 


[i jee FL] ے رمم )د‎ 


ملحوظة (۲ - ۳) 
ہما أن القواعد العامة لحل العادلات في النظام العددي ح قائمة هنا ء 


المثال بسرعة على النحو التالي : 


تمارین (۲-۲) 
(۱) قم بالعملیات التالية إن آمکن » مع ذکر السبب في حالة تعذر إجراء العملية : 


1 3 e ۱ ل‎ 


(۲) إذا عملت أن 


۳ رت‎ NE 

ہے ٤ ١‏ ا بد ام 

e.‏ 3 0 ج 
قاحست : 


(۲) ۶ + ب وكذلك ب + ۸ وتحقق أنهما متساویتان . 


(ب ) ( ۶ + ب ) + ج وكذلك + ( ب + ح ) وتحقق أنھما متساویتان 


(ح) ۶ - ب 


وكذلك ب - ؟. هل توجد علاقةبینهما, وما هي إن وجدت ؟ 


(د)( ٩‏ - ب ) + ج وکذلك ۶ - (ب + ج ) وهل توجد علاقة بینهما أم لا ؟ . 


(۲) إذا كانت ؟ كما في التمرین رقم (۲) فأوجد الصفوفة ك ٢‏ عتدما تکون : 


(ب) ك< ۱ 


(ح) ك = ۰ 


(ه) باستعمال الصفوفات ۶ ۰ ب ۰ حہ الواردة في التمرین رقم (4) حل كلاً من العادلات 
الصفوفية الاتیة : 


(2 -4 ) ضرب الصفوفات : 
سنوضح طريقة ایجاد حاصل ضرب مصفوفة بمصفوفة أخرى من خلال الأمثلة الآتية : 


BE ٣٢ ۲ عت[‎ 0 


فان حاصل ضرب س في ص يعرف كما يلي : 


e 


= ایت ور تد ہو سس = 


حيث یتم ضرب عنصر من س دح یمر ے6 ص ومن 


النتائج فیکون 
فد دس - [ه +۲۸ ] 


] ۰ [ - 


0 ۳ | نج‎ [ez = إذا كانت س‎ )٢( 


فإن س ص يعرف كما يلي : 


س . ص - [۲ - ۰] 1 ظط 


[+x (د+(-ه)‎ x 4 x ۲+(-م)‎ x ۲[ = 


]۲- -[< 


(۳) إذا كانت : 


0 من وس ا 

x. + )۱-( « ۲ ۲‏ . +۱۰۱ 5 بت 
اس ۲ o.‏ ۱ ۳ 
(١‏ إن كانت ج [ ١‏ 5 ۳ ص = 1 ۱ 


فاد ما دايع نت 
إن س . ص = 


۰ «۶ ۲ + ۱۰ )۱-( + ؟‎ ×۱ (1=) xY +۵ x )۱-( + ۱ 


سې ص + سې ص سې صې ې + سې ص س صم + سم صر م 


سې ص + سب صسں سې صم + سم هب۲ سم صم + سم صر م 


وبیضع س. ص < ع = [تيیر] فمن تعريف تساوي مصفوفتين نجد أن : 


8 سې ص + سر( کرم 
سں صم + سم صں 


2 
أكمل بنفسك باقي عناصر ع 
واختصاراً فان غ ۾ هو العدد الناتج من ضرب الصف ى من الصفوفة س بالعمود ه 
من الصفوفة ص أي آن : 
یه سی 
حيث ی 2 ۷ ۰ ۲ ۰ ه = oN‏ ۲ ۰ ۲ 


ص + س ص 
اف 


من الأمثلة السابقة نلاحظ ونستنتج مايلي : 

(۱) إن عدد أعمدة المصفوفة س يساوي عدد صفوف الصفوفة ص في کل من الأمثلة الخمسة 
السابقة وجدیر بالذکر أنه بصفة عامة لكي یکون حاصل ضرب مصفوفة س في أخرى ص 
ممكناً (معرفاً) فلا بد من أن يكون عدد آعمدة س يساوي عدد صفوف ص 

(۲) إذا كانت س من النوع م ال » ص من النوع ل × ن فان حاصل ضربهما هو 
الصفوفة س . ص وتکون من النوع م × ن أي أن نوع الصفوفة س . ص يتحدد تماما 


من عدد صفوف س وعدد أعمدة ص . 


(۲) إذا كانت س , ص مصفوفتین مربعتین م × م فان كلأ من س ص » ص س مصفوفة 
موی تفت اع وخا غاا كاه یں کس سكت ہی بالمتورة سا 


أي ان : س۲ = س .س 


فأوجد ( إن أمكن ) : 


(۲) س .ص . (ب) ص .س (ح) س٢‏ 


ارس 


(د). ص۲ . 


)1( بما أن عدد أعمدة س يساوي عدد صفوف ص فإن س ص يمكن إيجادها وتكون : 


عم | رای + ۳۳ 
وا ںہ 


(ب) ص .س لایمکن ایجادها , لان عدد أعمدة ص لایساوي عدد صفوف س 


۲ ۲ ۲ * دق 
۳ ۴ 


9 
سوه 


من (۰-۲) ۰ )٩-۲(‏ نجد أن س .اص # اص . 
ولعلك تلاحظ أن هذا يكفي للاثبات . 


آوجد حاصل الضرب س ص إذا كانت . 


1 ] عل ۲ 


ملحوظة (۲ -4) 
في المثال (۲ -1) يتبين أنه بالامکان ضرب مصفوفتین غير صفریتین لیکون الناتج 
مصفوفة صفرية . وهذه الظاهرة مستحيلة في الاعداد الحقيقية ح كما ألفت ذلك من 
دراستك للریاضیات . 
إن المثال الأخير والثال الذي سبقه یبینان بعض أوجه الاختلاف لضرب الصفوفات عن الضرب 
في الاعداد الحقيقية وإن هذا يثير العدید من الاسئلة منها : 
(۱) هل یوجد عنصر محاید لعملية ضرب الصفوفات ؟ 
(۲) هل عملية الضرب تجميعية ؟ (۲) متی یوجد نظير ضربي لصفوفة ؟ 
الثال التالي یوضح ٠‏ في حالة الصفوفات الربعة ( من النوع ن × ن ) ۰ أن مصفوفة 
الوحدة ر هي عنصر محاید بالنسبة لعملية الضرب . أما (جابة السزال الثاني فهي 
بالایجاب أي أن : ( س . ص ) ع = س . ( ص ۰ ع ) ٠‏ 
انظر إلى التمرين ( ه - ه ) من التمارين ( ۲ - ۲ ) لكي تتحقق من هذه الساواة بنفسك 
في حالة المصفوفات المعطاة في التمرين ٠‏ وحيث إن هذا التمرین هو مثال عددي . فإنه لايعتبر 
إثباتاً ‏ كما تعلم » وإن إثبات کون عملية الضرب تجميعية ليس صعباً ولكنه طويل ومليئ بالرموز لذا 
فإننا لن نقدمه هنا . أما فيما يخص النظير الضربي لمصفوفة فان البند القادم ( ٢‏ - ه ) سيتناول 


هذا الوضوع في حالة الصفوفات من النوع ۲ ۲ . 


ماذا تستنتج من ذلك ؟ 
ن _ اس سس 1 ۶ 
> < اس سم 0 ۱ 
سں ×۱ + سې × ۰ سې × . + سې ۱۱۷ 
سې × ١‏ + سپ × ۰ سې × ۰ + سب × ۱ 


م 


َس 
بالثل نجد أن مدشن 5 نن 

نستنتجأن م = 1 ۳ مصفوفة محايدة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفات 
المربعة من النوع ۲ <۲ 


في الثال ( ۲ - ۱۵ ) أثبت أن م س = 


إذا علمت أن : 


فأوجد كلاً من سم + ا ا 
۳ 
س = ۱ +.×م + (-۱) ۶ (-۲) ٩2‏ 


+ 236 ۲۰ کل وا کا( )ا جات 15 


سے < ۲ + ۱و + E‏ (-۲) 2 ۱۳ 


إذا علمت أن س مصفوفة من النوع ۲ ٣ء‏ ص مصفوفة من النوع ۳ × ۲ فأوجد 
نوع کل من الصفوفات الآتية : 


(۱) س ص (ب) ص س (ح) (سص) س (د 
alam‏ 


(۱) س مصفوفة ۲ × ۲ 2 ص مصفوفة ۲×۲ ہے س ص مصفوفة ۲ ×۲ 


) (ص س ) ص 


( ب ) ص مصفوفة ۲×۲ 2 س مصفوفة ۲ × ۲ سڪ ص س مصفوفة ٣‏ × ۳ 


(ح) س ص مصفوفة ۲ × ۲ (من (۶ )) 2 س مصفوفة ۲ × ۲ ڪڪ (س ص) س 
مصفوفة ۲ × ۲ 


(د) ص س مصفوفة ۲ × ۲ (من ( ب )) ۰ ص مصفوفة ۲ × اس (ص س) ص 


مصفوفة ۲ × ۲ 


ج هد ك الطرف الایسر. 


تمارین (۲-۲) 
(۱) إذا كانت س = ۹ 0 سل | 4 0 ] فلوج 
(۱) س ص (ب) س ع (ح) ص ع (د) ص س 
(ه) ع سس (و) ع ص (ز) (س ص)ع ‏ (ع) س (ص ع) 


فإثبت أن 
(۲) س ص <-(ص س) (ب) اس" دع = مم (ح) ص" - ۲ 
(د) (س ص) ع = س (ص ع) خاصیة التجمیع . 


)٢(‏ إذا كانت ؟ مصفوفة ۲ × ۳ , ب مصفوفة ۳ × ۰۲ ح مصفوفة ٤‏ ×۳ ۰ د مصفوفة 
۲۳ . فاوجد نوع كل من الصفوفات الآتية : 
(۲) ب (ب) د ! (ح) 1 د (د) هد ب 
(ه) ب ده (و) د (لب). (ز)(جدب) (د) 


(4) أجر عملية الضرب فيما يأتي ؛ إن آمکن » واذکر السبب في حالة تعذر إجراء عملية الضرب : 


a 


فبین صحة أو خطأ كل من العبارات الآتية مع ذكر السبب : 
(۱) س ( ص +ع) = س ص + س ع 
(ب) ( ص +ع) س = ص س + س ع 
(ح) س ( ص +ع ) = س ص + ع س 
(د) س ( ص + ع) = ص س + ع س 
(ه) رس ص) ع = س( ص ع) 
() إذا كانت : س = و ا 5 ۴ 
فاثیت أن : 8 38 


(۱) س داس -۲م < ۰ 


(۸) إذا كانت : کی ۲ +] اس - 5 ۳ 


فاثبت أن : 


(۵-۲) النظیر الضربى لصفوفة : 
سنکتفي في هذا البند پدراسة النظیر الضربي لصفوفة مریعة من النوع ٢× ٢‏ وستچیپ 
على الاسئلة الآتية : متى یوجد نظیر ضربي ؟ هل هو وحيد ؟ وکیف نحصل عليه ؟ 
نبدأ بتعریف النظیر الضربي : 


تعریف (۲ - ۷ ) : 


النظیر الضربي لصفوفة ( من النوع ۲ × ۲ إن وجد ؛ هو مصفوفة ب من النوع نفسه » 


بحیث یکون : (.ب = ب . ۲ = م .و حيث م هي الصفوفة الحايدة باللسبة 
66-720+ " 


سنرمز للنظیر الضربي لصفوفة ۶ بالرمز؟ " ( أي أن ب = 3 في التعريف :=¥( 

لأجل الإجابة على السؤال : متى يوجد نظير ضربي لصفوفة مربعة ؟ نعمد إلى تقديم تعريف 
المحددة وهي فكرة مهمة جداً في موضوعنا هذا ء فنبدأ بتعريف المحددة لمصفوفة من النوع ۲ ٢×‏ 
تعريف (۲ -۸) : 


إذا كانت ۲ = 1 ۳ فإن محددة المصفوفة ‏ ويرمز لها بالرمز : 
کت ل 


لت 
7 هي القدار : د - ب ح. 


في بعض الأحيان يستعمل الرمز ۸ ( ويقرأ دلتا ) للدلالة على المحددة 


ومن السهل أن تلاحظ أن المقدار :7 د - ب ح هو حاصل ضرب العنصرين الواقعين . في القطر 
الأساسي للمصفوفة ۶ مطروحاً منه حاصل ضرب العنصرين الواقعین في القطر الآخر . كما نرجو 
الانتباه هنا إلى أن الخطین : | | لايرمزان إلى القيمة المطلقة . 


کک بے 
> بل 

۱ 
ات 
ا 

1 

۳ 
پم 
ہم م 
4 » 
ا 

ل 

ها 

3 

A 

2 


tC 
نا ا‎ 
0 
۳ 
1 
2 
3 
7 
ع‎ 


4 
4 
ها 
o‏ 
1 
ہ 
و 
سے 


1 
|€ 

ہ 
3 

تب 


Es ككل‎ 


تستنتج من الفقرتين ( ح ) » ( د ) أن كلا من ؟ و ب نظير ضربي للاخری , أي أن : 


کي ب٣‏ = ١‏ وذلك وفق التعريف ( ١‏ - ۷ ) . النظرية القادمة تعطينا طريقة لإيجاد 


النظير الضربي لصفوفة في حالة وجوده . 


- ۱ | دپ دب - دب 
ه سج ؟ + حا سح ب + اد 


سم 
- 
ء. 
علا 
۱ 


8 وید م تا 


ون * هي النظير الضربي للمصفوفة ب (لاذا ؟) 


ملحوظة (۲ - ۵) 
من أجل الحصول على النظير الضربي لصفوفة * نتبع الخطوات الآتية : 
(۱) نوجد هم = محددة ۶ فان كانت صفراً نتوقف ونقول إنه لایوجد نظیر 
ضربي لمصوفة 1 


وإذا كانت محددة ‏ < صفراً فإنه حسب النظرية ( ۲ - ١‏ ) یوجد نظير ضربي 
للمصفوفة أ وعندئذ نتحول إلى الخطوة التالية : 

(۲) نبادل بین وضعي العنصرین الواقعین على القطر الاساسي للمصفوفة ؟ . 

(۲) نغیر إشارة كل من العنصرین الواقعين على القطر الآخر للمصفوفة . 

۲ نضرب المصفوفة الناتجة من إجراء (۷) ۰ (۳) بالعدد لے فنحصل على‎ )٤( 


طبق الطريقة الواردة في الملحوظة ( ۲ - ٥‏ ) لإثبات أن كلا من ” و ب الواردتین في المثال 
۱٩۹ - ۲(‏ ) هو النظیر الضربي للآخر . 


إذا كانت : ۲ - 4 ۳ فك 1 8 


حيث: س ص << . فاثبت أنه لكل من ۶ ٠‏ ب ٠‏ 7 ۰ ب نظير ضربي وأوجده . 
حدم باذ ةلد 

نطبق الخطوات الواردة في الملحوظة ( ۲ - ه ) . 

بالنسبة للمصفوفة ۲ 

0س1 =| 5 ۱ = -۷ غد صفراً 


الخطوتان (۲) ۰ (۲) من اللحوظة تعطينا الصفوفة . 
۱ ۰ 
] 
الخطوة (4) تعطینا : _١_‏ 2 و 37 ا 
عا ٢٢‏ ۷ 02 1 
۷ 


پالنسبة للمصفوفة ب فباختصار نلاحظ أن محددة ب = س‌ ص لد صفراً من الفرض 
فیکون النظیر الضربي للمصفوفة ب هو: 


EOC 


إن هذا يعني أنه إذا كانت ب مصفوفة قطرية عناصرها مغايرة للصفر فإن نظیرها الضربي 
مصفوفة قطرية أيضا ۰ وعناصر قطرها هي مقلويات عناصر القطر في ب . 


بالنسبة للمصفوفة ’ . ب . 
1 ۶ 
“|| سن 


سے ئن 
ان نت 
محددة الصفوفة | ب هي -۷ س ص 
باتباع خطوات إيجاد النظیر للمصفوفة ] ٠ب‏ نجد أن : 


فإن یڈ 


سے 
جح 
0 


في الشسال ( ۲۰-۲ ): 


۱ - هل صحیح أن ( ارب )۲ ٩‏ .نے 
إذا لم يكن كذلك فما هو الشرط على س ؛ ص كي یکون هذا صحیحاً ؟ 
شی ) اب 5 2 ب :۳ ؟ 


- تحقق ان : ( اب ) (!ب ٣)‏ < ۸ < رب )۳ (3.ب ) 
7 رر وا 
في الثال ( ۲ - ۲۰ ) لعلك تلاحظ أن : 


محددة ۶ × محددة ب < محددة ۲ ب ( تحقق من ذلك ) إن برهان هذه الحقيقة في 


حالة الصفوفات من النوع ۲ × ۲ آمر يسير نترکه للطالب في التمرین (۸) من التمارین العامة » 
لکن الذي یهمنا هنا هو بيان ما یمکن أن نستنتجه من هذه الحقيقة . 
لنفرض أنه یوجد نظیر ضربي للمصفوفة أ التي هي من النوع ۲ * ۲ فیکون : 


نوا 7 = م ومنه نجد أن : محددة ۶ × محددة 5 = محددة ( اھ 


= محددة م = ۱ 
5 دا 5 ۱ ۱ 
فینتج أن : محددة 4 TES‏ 


كذلك نستنتج أنه إذا وجد نظیر ضربي لصفوفة ۶ فان محددة ۴ لے . وهو عکس الشرط 
الوضوع . في النظرية ( ۲ - ۱ ) . 


أي من الصفوفات الآتية لها نظير ضربي ؟ أوجده في حالة الایجاب . 
۲ ۰ -۲ ۱۰ 

0 پا ھا ہت تا 
55 ۱ ے۹ 8۹ ۱۰ 
ا ا جا 


ٹج 
0) الحددة = > = ۱ | < #۸ صفر 
إذن لهذه المصفوفة نظير ضربي هو : 


EE 


= (-۲) »اه - (۱۰*-۱) 
= - ۱۰+ 2۱۰ صفر 
إذن ليس للمصفوفة نظیر ضربي . 


(م) سد ھ ]۱ 7 = ۲ صفر 


إذن لهذه الصفوفة نظير ضربي هو : 


(د) الحددة کد ه < 


٥×٦ =‏ ۱.۰۳ 2 صفر 


إذن لیس لهذه الصفوفة نظیر ضربي . 


احسب قیم س التي تجعل الصفوفة الأتية لیس لها نظیر ضربي . 


02 
ah‏ ۳ ۲ 
ليس للمصفوفة آعلاه نظیر ضربي عندما تكون محددتها = صفراً 


س-۲ سس | ے ۲ (س =۴ )۴س 
7 ۲ 


کمن د ن 
= دس -4 =. 
إذن س = - 14 . أي عند هذه القيمة لايوجد نظير ضربي للمصفوفة العطاة . 


٤ 
ال تغل المسقرفة 1 ۱ ليش لها تین شموبی‎ ٦ 
س‎ 
)4-۲( تمارین‎ 


(۱) أوجد النظير الضربي لكل من المصفوفات الآتية إن آمکن ذلك : 


رز) ۱ ۲ ۳ 9 1 ۳ 7ھ من 
۱ ۱ 4 ب 


(۲) أحسب قیم س التي تجعل كلاً من الصفوفات الأتية لیس لها نظیر ضربي: 


5 س‎ ۲ 0 
ml Ae 


(؟) اذا كانت س = 


فاثبت أن سا = 


فاثيت أن ص-۱ = 


(۰) إذاكانت " < 


(7) اذا کانت س = 


۱ 
۱ 
(5) اذا کانت من = 1 ان 
۱ 
۱ 
۱ 


فاجب عما يلي : 

)۸( احسب كلاً من س-۱ , ص-۱ 

(ب ) أوجد س-۱ صا وكذلك ص ۱۰ س-۱ 

(ح) آوجد س . ص ومن ثم آوجد ( س ص )۳ 

(د) آوجد ص . س ومن ثم تحقق أن س . ص 7 ص . س 

(ھ) أثبت أن ( س ص ٠)‏ ےس ص٢‏ ء مستفيداً من الفقرتین (ب )۰ (ح) 

(و) أثبت أن ( س ص )۳ = صا س٠‏ ۰ مستفيداً من الفقرتین (ب ) ۰( ) 
(۷) اذا کان ل س نظیر ضربي » فبرهن على أن س هي النظیر الضربي للمصفوفة س-١‏ 


2 ۱ 
اي آن. تاج هر 


۲ - ۰ بعض التطبیقات البسيطة على الصفوفات : 
ولا : حل نظام معادلتین من الدرجة الأولى مجهولین : 
إذا اعطینا نظام العادلتین : 


سو رت 
حاس + د ص = ك 


فإنه يمكن كتابة العادلتین في ( ۲ - ۷ ) بمعادلة مصفوفية واحدة على الهيئة 1 


س دح ة) 
تسمى المصفوفة أ مصفوفة العاملات , س مصفوفة المجاهيل . ح مصفوفة الثوابت 
إذا كانت محددة 7 كد صفراً اي ۵ = 7 د بد ج . 
فمن الممكن إيجاد حل للمعادلة ( ٩-۲‏ ) كما يلي : 
2 (! س) 
۱ 


۲۳9 من اليمين في‎ ) ٩- ۲( خے بضرب طرفي العادلة‎  < 
1 سے 1 7 سج لس‎ 

حث ام پاک ا رخ من تعريف نظير أ 

کک س <= ج لان م عنصر محايد 

وواضع أن بمقدورنا الآن إيجاد المجهولين س , ص ( اللذين بشکلان حل نظام المعادلتين 
الاصلیتین ) بدلالة الثوابت العددية ۴ اب ٠‏ حد , د .ال + لك 


ملحوظة (۲ - ۷) 
إشارة إلى اللحوظة ( ۲ - ؛ ) الواردة في البند ( ۲ - ؛ ) نود اللاحظة أن طريقة تعریف 
ضرب الصفوفات بالاسلوب الذکور في البند ( ۲ - ٤‏ ) مکنتنا من تحویل نظام 
المعادلتين ( ۲ - ۷ ) , إلى الصیفة الصفوفية ( ۲ - ۸ ) وهو أمر یجعل للمصفوفات آهمية 
كبيرة في حل آنظمة العادلات الخطية . 
حل نظام المعادلتين الآتيتين باستخدام المصفوفات وتحقق من الناتج : 


ا س + ه ص 2 ۱ ۰ ٣س‏ +۰ ص ۲2 


إذن يوجد نظیر ضربي ل ۶ ویکون الحل : 


۱ 
س < ۲ اح 


بالتعویض الباشر في العادلتین آعلاه بقيمتي ‏ س » ص نجد أن : 


نہ چ( + و بد 5 3 ۱ 

8( چ( + 5 ۽ ے2 - غل = ۲ 
حل نظام المعادلتين الآتيتين مستخدماً الصفوفات 

-۲ س +۲ ص +۱ = ع 

ص = س + ۷ 0 0۳ 


ال 
نکتب العادلتین ( ۲ - ۱۰ ) و (۲ - ۱۱ ) على الصورة التالية : 


۲ س +۲ ص ۱-2 م -س + وص = ۷ 


فتکون العادلة الصفوفية هي ۶ س = ح ۰ حیث : 


تعهد مقاول أن يبني منازل وفق نموذجین ‏ ء ب في کل من الریاض ومكة الکرمة وجدة » 
فإذا تمکن في العام الأول من بناء : 

۳ منزلاً في الریاض من النموذج ۲ ء 

۰ منزلاً في الریاض من النموذج ب » 

14 منزلاً في مكة الکرمة من النموذج 7 

1 منزلاً في مكة المكرمة من النموذج ب » 

۰ ۲ منزلاً في جدة من النموذج‎ ٦ 

۲ منزلاً في جدة من النموذج ب » 
وتمكن في العام الثاني من بناء أربعة أمثال ما بناه من كل نموذج في كل مدينة . فالمطلوب : 

(۲ ) تمثيل ما بناه في العام الأول في مصفوفة . 


( ب ) تمثیل ما بناه في العام الثاني بمصفوفة . 
(ح ) تمثیل ما بناه في العامین معأ بمصفوفة . 
(د ) إذا كان المنزل الواحد من النموذج ۴ يكلف س ريالاً . 
بینما يكلف النزل الواحد من النموذج ب ۰ ص ریالاً ء ف 
التکالیف الكلية لكل نموذج على حدة في کل مدينة . 
ال رس 


( ۶ ) یمکن أن نوجز العلومات في مصفوفة [ من النوع ۳ بر ۲ » بحیث یمثل الصف 
الأول منها عدد النازل في الریاض والصف الثاني عدد النازل في مكة الکرمة والصف الثالث 
عدد النازل في جدة . بینما يمثل العمود الأول من عدد النازل من النموذج ‏ ۰ والعمود 
الثاني عدد النازل من النموذج ب وبذلك نکتب . 


( ب) الصفوفة الطلوبة = ٤‏ ۲ 
(ح ) الصفوفة الطلوبة < ۱ + ٤‏ م 


(د) الصفوفة الطلوبة = ٩۰‏ س وذلك بفرض أن س - مث | مستن نع 
ونترك للطالب كتابة ااصفوفات في (ب) ؛ (ح) ؛ ( د) بشکل تفصيلي 

خمسة طلاب ۴ء ب » ح د , ه كانت درجاتهم على الترتیب كما يلي : 

فی الریاضیات = ۵۰۵۱ ۵۵۰ » ۷۰۰۱۳ 

فی الفيزياء = 1۱۰۷۲۰۱۵۰۰۰۵۰ 

قن الک فتاه الک e‏ 


الطلس وب : 

(۲ ) تمثیل هذه العلومات في مصفوفة ۳« ه 

(ب) إذا كانت الدرجات السابقة محسوية من ۱۰۰ وکانت الدرجة اللازمة للنجاح في 
الریاضیات ٦٦ء‏ الفیزیاء ٠٠‏ ۰ الکیمیاء ۰۰ فکم طالباً رسب في الریاضیات ؟ وکم 
طالباً رسب في الفيزياء وکم طالباً رسب في الریاضیات والفیزیاء معاً ؟ وکم طالباً رسب 
في الریاضیات والکیمیاء معاً ؟ وکم طالباً رسب في الفیزیاء والکیمیاء؟ وکم طالباً رسب 
في الواد الثلاثة ؟ وكم طالباً نجح في الواد الثلاثة ؟ 

(ح) إذا زیدت درجات الطلاب الخمسة بنسبة ۸۱۰ في الواد الثلاثة فاکتب مصفوفة تمثل هذه 
الزيادة . 

(د ) اکتب مصفوفة تمثل درجاتهم بعد الزيادة ومنها حدد الطلاب الراسبین في كل مادة . وکم 
طالباً نجح في الواد الثلاث معاً . 

ا 

( ) الصفوفة المطلوبة من النوع ۲ ه » يعني أن ا مواد الثلاث تمثل على الترتيب بصفوف 
الصفوفة , بينما الطلاب الخمسة يمثلون على الترتيب بأعمدة المصفوفة . 

نفرض أن س هي المصفوفة المطلوبة ونكتب . 

fo 1 ۱‏ مه ۳ ۳ 
س = | .و ۰ ۵ ۷۲ 1٩۱‏ 
٩‏ لاو ہا e‏ ۳۰۲ 


(ب) من الصفوفة س يمكن معرفة العلومات الطلوية ونلخصها في الجدول الآتي : 


الت ام هه كت جو دج 


ل ]۱۱۱۲۱ ۰ 


هی و ترمز آفریاشیاه:»ف ففیزیاه؛ ك الكيمياء: 
عدد الطلاب الناجحين في الواد الثلاث كلها = ۱ 
(ح) مصفوفة الزيادة = ل س 


( د ) المصفوفة التي تمثل درجات الطلاب بعد الزيادة هي : 


ا NEE 1...0 ۶٩,۵‏ ۷۷ 
س + لہ س = 00 Ey‏ 4 ٭ نوا وگ 
0 نت ۱۷ہ ٦٦‏ 00 ۳۳ 


ومن هذه الصفوفة الجديدة نجد أن : 


عدد الطلاب الناجحین في الواد الثلائة = ۲ 


تمارین (۵-۲) 


: استخدم الصفوفات في إيجاد حل كل نظام من معادلات الدرجة الاولی الآتية‎ ) ١( 


(۶) س + ص ۱ 4 میاه از هی E‏ 
(ب) ۳ س +۲ ص = ه ۰ ۲ س +ص ۲ 


(ح) ومع -۲ س ۲۷۶ ۰ ۰ ۲-6۲ س 2 ۱۰ 


TOD)‏ 32 2 من ۷:2۳ من 
(ه) اس -پ‌ص<ب . پ‌س-۲اص =۴ , حیث سے ب" 
۱ ¥ 5 ۱ ۱ ۹ 
770 ۳9ء ۷ 
(و) لاس + چ ص هون دہ ہے 


(۲) تمتلك شركة صناعية ۲ مصانع لإنتاج جهار آلكتروني یتک ون من أربعة اجزاء مختلفة 
٣ب‏ حا ٤د‏ فإذا کان الصنع الأول ينتج ۳۰ قطعة من ۱ , 1۲ قطعة من ب ؛ ۲۷ قطعة من 
ح ٠١١‏ قطعة من د يومياً , وکان الصنع الثاني ينتج ۲۵ قطعة من ۲ ۰ ۲۱ قطعة من 
ب 4۱۰ قطعة من ح ,۱۲ قطعة من د يومياً , آما الصنع الثالث فینتج یومیاً ٠٠‏ قطعة 
من ۵۵۰۲ قطعة من ب , ۷۵ قطعة من ح , ٠٤‏ قطعة من د ؛ فالط لوب : 

(۲) وضع هذه العلومات في مصفوفة من النوع 4 ۳ 

(ب) وضع هذه العلومات في مصفوفة من النوع ۲ × ٤‏ 

(ح) کتابة مصفوفة تمثل انتاج المصانع الثلاثة لدة ۲۰ يوماً 

( د ) إذا كانت الشركة تبیع كل قطعة من الصنع الأول بمبلغ ۱۰" ریالاً وکل قطعة من 
الصنم الثاني بمبلغ ۱۰" ریالاً وکل قطعة من الصنع الثالث بمبلغ ۱۰* ریالاً , 
فاکتب مصفوفة تمثل دخل الشركة اليومي من بيع القطع ۲ب » حد ؛د في 
مصانعها الثلاثة معا . 

(۲) ثلائة طلاب یتنافسون للحصول على درجات عالية في الفصل ۰ وقد اتفقوا كما يلي : 
إذا تغلب ۴ على ب فان ب يشتري هدية لزميله م بمبلغ ۱۰۰ ريال 
وإذا تغلب علی ح فإن ح يشتري هدية لزميله ۲ بمبلغ ۸۰ ريالاً 
وإذا تغلب ب على ۲ فان ؟ٴیشتری هدية لزميله ب بمبلغ ٩۰‏ ريالا 
وإذا تغلب ب على ح فان ح يشتري لزمیله ب هدية بمبلغ ۷۵ ريالاً 
وإذا تغلب ح على ۸ فان ( يشتري هدية لزميله ح بمبلغ ۸۰ ريالاً 
وإذا تغلب ح على ب فان ب يشتري لزميله ح هدية بمبلغ ٩۰‏ ريالا 

المطلوب : 
تمثيل هذه المعلومات بمصفوفة ؛ بحيث يكون الفائز في مبدأ كل صف والخاسر في مقدمة كل 

عمود . وإذا رمزنا لهذه المصقوفة بالرمز س =[ سی ] ۰ فماذا تساوي سى ى ؟ وهل 
سییر = سم لجميع قيم ی .ه الممكنه ؟ 


)٤(‏ یوجد ثلائة طرق تؤدي من ۲ إلى ق وطریق واحد يؤدي من ب إلى ق ٠‏ وطريق واحد من 
ح إلى ق . كما یوجد طریق واحد من ۶ إلى ك ٠‏ ویوجد طریق واحد من ب إلى ك ؛ وهناك 
ثلاثة طرق من ح إلى ك والطلوب : 

(۲) عبر عن العلومات بمصفوفة ء صفوفها الاماکن ۲ ء ب » ح وأعمدتها ق ۰ك . 
(ب ) |ذا وجدت ثلاثة طرق من ق إلى س وطریقان من ق إلى ص وآربعة طرق من 
ق إلى ع ۰ وطریق واحد من ك إلى س وطریق واحد من ك إلى ص وأربعة طرق من ك 
إلى ع . فعبر عن هذه العلومات بمصفوفة صفاها ق »ك وأعمدتها س »ص ۰ ع ٠‏ 
(ح) اضرب الصفوفة الذکورة في  (‏ ) بالصفوفة الذکورة في (ب) . 
( د ) ماهي العلومات العطاة بعناصر الصفوفة المذكورة في (ح) ؟ 
۲ - ۷ استخدام ا حددات من الدرجتين الثانية والثالثة في حل أنظمة العادلات الخطية . 


ول : استخدام محددات الدرجة الثائية : 


إذا كانت ۲ = ۳ > فقد رأينا في البند (۷ - ه) أن القدار ۴ د - بح 
1 
يدعى محددة ۵ء ویرمز له امن | ۳ »> أي أن : 
محددة ۲ = 1 اون 


يقال إن ۱ ٣‏ ۳ محددة من الدرجة الثانية وتتکون كما نری من صفين وعمودین ۰ 
= ل 
حيث : عنصرا الصف الأول هما : ۲ » پ . 
عنصرا الصف الثاني هما : ح , د . 
عنصرا العمود الأول هما : ° » ح . 
عنصرا العمود الثاني هما : ب 2 د . 


والان إذا کان لدینا نظام معادلتین آنیتین في مجهولین س » ص 
س + بص <ل و لفاو ری سنا 
ح س + دص < لك ہپ لپ وو 


فإننا ندعو الاعداد ( ؛ ب , ح ,د العاملات . أما العددان ل و ك فیسمیان الثوابت . 
ٹیٹس 1 ۳ محددة العاملات ويرم لها بالرمز 2 
= ل 


لاحظ أن معاملي المجهول س يكونان العمود الأول للمحددة 4 وأن معاملي المجهول ص 
يكونان العمود الثاني للمحددة 4 


ج | محددة الجهول س ونرمز لھا بالرمز ےس ونحصل عليها من بان 


نضع الثابتين ل » ك في العمود الأول بدلاً من معاملي س  7(‏ ح ) . 
۲ 
تن ہے ۳ محددة الجهول ص ونرمز لها بالرمز هس ونحصل عليها من 
الحددة ھ بان نضع الثابتین ل٠ك‏ في العمود الثاني بدلاً من معاملي ص (ب ۰ د) . 


والآن بفرض أن 2 = . فان قيمتي الجهولین س ‏ ص تتحددان كالآتي : 


دب نف وید فاو لئے سا کر ور ہوا 
ھ 0 | اش دكن رق اه 
ل 
3 
وك اش اة د ل aay‏ 
ہے = س DOO‏ 
a‏ 3 پا سو اج سج رک 
ل 


يمكنك التحقق من أن القيمتين في (۲ )٠١ - ۲( ۰ )١5-‏ هما حل النظام الوارد في (۲ - ۱۲) , 


(۷ -۱۳) بان تتبع الاسلوب الذي تعلسته في صفوف سابقة , فلو قمت بضرب طرفي العادلة 
(۷ - ۱۲) في د ؛ وطرفي العادلة (۲ -۱۳) في ( - ب ) ٹم جمعت العادلتین الناتجتین لحصلت على 
العادلة : (۲د - بح ) س - د ل- بك ( تحقق من ذلك ) 


سا جن 20 پل , پشرط ( د - بح حو , 
او سی رت 
1 ب 
ہے ار 
1 3 2 
۳۹ ل 


بن أن القيمة الواردة للمجهول ص في ( ۲ - ۱۰ ) تکون مع قيمة س السواردة في 
( ۲ - ۱۶ ) حلا لنظام العادلتین ( ۲ - ۰۱۲ (۲ - ۱۳). 
ملحوظة (۲ - ۸) 
من الضروري أن تدرك بأن الصیفتین في (۱۶-۲). (۱۵-۲) هما مجرد هیکل رياضي لكتاية 
قيمتي س , ص اللتين نحصل علیهما من العادلتین (۱۲-۲), (۱۳-۲) بطريقة الحذف العتادة . 


حل نظام العادلتین الآتيتنين باستخدام الحددات : 


أن من تن ا "وطق NEGA‏ 


ہد سس 


باستخدام الصیغتین الواردتین في ( ٢‏ - ۱۶ ) ۲(۰ - ۱۰ ) نجد أن : 


مال ۲۸ 
حل نظام العادلتین : 


۰ = س - ۷ ص < . ۰ ۲ س -ص‎ ١ 


03 | alm 


NE 
۱ ۲ 
ان‎ 

e‏ سج تعہ سوج 


حل نظام العادلتین : - آن = ٤‏ - آم ١‏ ام جن + وت 


وتان 
إن الجهولین هما م . ن ۰ نضع العادلتین بالشکل : 


ام ۲ن 85 د ان د جرع 


ثانياً : استخدام محددات الدرجة الثالثة : 


که > 
إذا كانت * = | م ت ح | فان 
م2 3ت e‏ 


محددة المصفوفة ( تعرف بعدة طرق نختار منها الطريقة التالية : 


ا ریپ ور لے 5 
2 ۷ ب ادا لے وط پت بے اش کے ۳ 
27 رت شش پا احا ۱ > ۲ ب 
والطرف الأيسر يحوي ثلاث محددات من الدرجة الثانية نحصل علیها كما يلي : - 
کے | نحصل علیها من 2 بعد حذف الصف والعمود التقاطعین في ٢‏ 
1 8 تحصل علیها من للم بعد حذف الصف والعمود التقاطعین في ب 
ا نقد 
2 ب | نحصل عليها من لم بعد حذف الصف والعمود المتقاطعين في ح 
2 
0 ب 
تسمی ۵ = از یه سو او ساي 
0 ی 
ب 


أعمدة كما هو واضح . 


. +٩ ۲ ۲ ۱ 


۱۱ - 


حل أنظمة معادلات الدرجة الأولی فى ثلانة مجاهیل 


إذا کان لدینا نظام العادلات التالي في ثلاثة مجاهیل س ؛ ص » ع : 


۴ س + ب ص + ح ع د هم 


(۱۰-۲) 
9 س + ب ص + حا ع هم (۱۷-۲) 
۶" س + پا ص + حا ع دهم (۱۸-۲) 

فإنه بطريقة مشابهة لا فعلنا في حالة النظام الحاوي على معادلتین بمجهولین » نجعل : 
£ ب نے 

ه = | ح| محددة المعاملات 
و یک چٹ 
هم ا خد 

ہے | ھی نت 2د ] مهددة اللجهول. بن 
هم ری ا 


بان نضع الثوابت ( هم ,هم .هم ) في العمود الأول بدلاً من 
معاملات س (۲۰۲ ۰ ) . 


م ه ج 
E‏ 
ھی ۳ محددة الجهول ص ونحصل عليها من ھ بان نضع الثوابت 
3 
نے © 
ها .هم ,هم ) في العمود الثاني بدلاً من معاملات ص ( ب ,ب .بّ) 
۳ نت ٠‏ هت 
مار سا هم | سوه یں وکل ليها موجه بان تفن الغایت 
0 ب هم 


ها ,هي ھے) في العمود الثالث بدلا من معاملات ع : ( ح ٠‏ ح٠‏ حّ ) 


۰) ۱۷ -۲(۰ ۱۸-۲ ( تحصل على مجموعة الخلل للنظام‎ ٠ 


(۱۸-۲) فنجد أن : 


آوجد مجموعة الحل لنظام العادلات الآتية : 


س +۲ ص دع - ۱ (۱-۲) 
۲ س +۲ ص + ع =. (ea)‏ 
لاس + ص +۲ع = -۱ (۲۱-۲) 


سنستخدم طریقتین للحسل , الاولی بواسطة الحددات والأخرى بطريقة الحذف . 


(۱) اخل بواسطة ال حددات 


Nar ¥ ۱‏ 
محددة المعاملات = للم = | ۲ ۲ ۱ 
۳ ۱ ۲ 


(x )۱-( + )۲-۵( * ۲ = )۱-:( ۱‏ لدع 


=۱ ×( -(۱) × دی + ردم »× دك )دم 


. = )1-۲( x ۱+ )-( ×۳ )۲-(۱ 


از #۵س -۲ ۱ 
یو جن سس 3 7 نا 
ےک ہے کے گے 
٤ A^ 0‏ 
د ف نے 
a^‏ 3 
(۲) اخل بطريقة الحذف : 
س + ۳ ص - ع =۱ (۱۰-۲) 
س +۲ ص + ع = . (۲۰-۲) 
۳ س + ص +۲ ع =۱ NEN)‏ 


بضرب المعادلة ( ۲ - ٠١‏ ) في ( - ۲ ) وجمعها مع المعادلة ( ۲ - ۲۰ ) ثم ضرب 
المعادلة ( ۲ - ۱٩‏ ) في ( - ۲ ) وجمعها مع المعادلة ( ۲ - ۲۱ ) » نحصل على العادلتین : 
- ۶ص +۳ ۲-2 (۲۲-۲) 
-۸ص + و ع = - 1 (۲۲-۲) 
بضرب العادلة ( ۲ - ۲۲ ) في (-۲ ) وجمعها مع العادلة ( ۲ - ۲۳ ) فنحصل على : 
وضو او 
بالتعويض في ( ۲ - ۲۲ ) نحصل على ص = = = + 
وبالتعويض في ( ۲ - ۱٩‏ ) بالقيمتين : ص = سل , ع = ۰ . نحصل على : 


ا سد اچ 
وهكذا نكون قد حصلنا على مجموعة الحل نفسها التي حصلنا عليها بالحل بواسطة الحددات . 
7 زب 


إن طريقة حل نظام ثلاث معادلات خطية باستخدام الحددات ماهي إلا أسلوب تنظيمي لطريقة 
الحذف كما نوهنا إلى ذلك في حالة نظام معادلتین . 
حل نظام العادلات التالية : 

۲ س داص +۲ ع <۱ 


۴٣ ص‎ ٢٢+ س٣‎ 


حاط جاع ٣‏ 


حل نظام العادلات الآقيسة . 
س - ۲ ص - هو ع +۲ 
ص = - ۲ س + ع ١+‏ 
ع = س - اص ١-‏ 
جيه 
نكتب نظام المعادلات بالصورة التالية : 
س -۲ ص دوع <۲ 


۲ س + صن کت اغ کہا 


اس + ص + اع = 
| س٣‏ نم ار چا و 
٩ ۲ = ^‏ کاک و ھی ےا ل -۷] کک 
و ۰ ۱ = ۱ ۱ 
5 ۲ ۵ و با 
مس ب | ۲ ۱ | .۲ نو هرع|۲ ۱ 1] ۲-2 
تا كا ۱ ۱ 3 -۱ 
اذ NE‏ 2 سا6 
و مسا O N‏ لیا ہیں سیا 
ی ال ہو اف 
آثبت آن قيمة الحددة ار بت ج 
ف 9ئ 


تساوي صفراً إذا كانت عناصر أحد أعمدتها كلها أصفاراً . 
عه 
توجد ثلاث حالات هي : 
(۱) عناصر العمود الأول كلها أصفار 


(۲) عناصر العمود الثاني كلها أصفار 

(۲) عناصر العمود الثالث كلها أصفار 
نبرهن إحدى الحالات ولتکن (۱) ونترك للطالب إثبات الحالتین الباقیتین في التمرین (۱۰) 
من التمارین العامة . 

(۱) عناصر العمود الأول كلها أصفار بمعنی أن : ۶= =١‏ ۲ - . 


x 

1 
ا‎ 
CCC 


وهو المطلوب . 


استفد من المثال السابق في حل النظام الآتي : 


ولا كانت عناصر العمود الأول من ھی أصفاراً فان 4س - ۰ ۰ 
ولا كانت عناصر العمود الثاني من هس أصفاراً فان 4۵س =۰ 
ولا كانت عناصر العمود الثالث من حر , أصفاراً فان م < ۰۰ 
مما تقدم نجد أن : س - ص - ع - ۰ 
یمکن أن نستنتج من الشال ( ۲ - ۳۱ ) أن أي نظام معادلات من الدرجة الاولی في 
ثلاشة مجاهیل تکون قیم مجاهیله (حلوله) اصفاراً بشرط أن تکون : 
(۱) محددة معاملاته 4 صفراً 
(۲) الثوابت كلها أصفار . 
ومن السهل على الطالب أن يعي أن هذه الحقيقة تسري بالنسبة لأنظمة العادلات الخطية ذات 
الجهولین أيضاً . نختم هذا البند بالشال الأتي : 
ال ( ۳۷-۲ 
آوجد قيم ه التي تجعل لنظام العادلات الآتية حلاً : 
س + ه ص = ٤‏ 
کن کرک کے 
om‏ 


يكون لهذا النظام حل عندما تكون محددة معاملاته م ع صفراً . أي عندما : 
ل 6 کے ا ۷ طوا 
٣‏ ۱ 
سے د ع ل 


ولعلك تلاحظ آنه : 
في حالة مج تحصل عی : 

س - 2 ص - 4 (۲-:۲) 

ان وک اون کا (۲۰-۲) 
بضرب العادلة الاولی في (۲) نحصل على : 

٢س‏ اص = ۸ (۲۰-۲) 
فلو فرضنا وجود حل مثل س = س ٠‏ ص = ص فان هذا يقودنا إلى تناقض لانه حسب 
(۲۵-۲): ۲س - ص = . وحسب (۲۰-۲) : 
اس حاص =۸ أي أن . = ۸ وهذا مستحیل . إذن لا یوجد حل عندما 


ہگ ومجموعة قیم ه التي تجعل للنظام العطی حلاً هي : ع-[-3)] ۱ 


تمارین (1-۲) 


(۱) أحسب قيم الحددات الاتية : 


3 0 ۱۳ ۷- 1 ٥ 
, ۳ (ح)‎ ۳ 55 5 (۲) 
٤ ٥ ۲ 1 ۰ ۳ ٩ ۷- ۳ 
۷ ۰ 55 ۱ 0 ۱ 5 
Ea ANS وت‎ 


(۲) آوجد حل کل من الانظمة الآتية باستخدام اللحددات : 


(1) س + ۲ص ت٠‏ (د) ینک چیک حرا 
سن +. ۲ص ۱ س + ۱ص < ۲ 

(ح) ۲ س < ۲ ص + 1 (د) ال - ۷ لك < . 
و اش -۱ ل + ۲ ل = 


(۳) استخدم الصفوفات لحل أنظمة العادلات في التمرین (۲) . 
(۶) حل نظام العادلات بتلاث طرائق وحقق النتانج : 
لاس ث ان ا و یت ہیں ۲ 
)٥(‏ أوجد قيم ه التي تجعل لنظام العادلات الآتي حلاً 
تن رین کا : ۳ س + هاص ٤=‏ 
)٦(‏ استخدم المحددات وطريقة الحذف في حل أنظمة العادلات الآتية : 
س + ص + ع 1 
(1) ٢١س‏ - ص -ع = -۱ 
۳س + ۲ سی ± ۲ 
کس کاو نه لی باب 
(ب) ۲س -۲ص- ل 2 ۱ 
س + ص +۲ ل ےی 
لاس ۶٢ص‏ + ۲ +ع 
(ح) ۲ س - ص + 21 ع 


ص + از جا :یت 
0 "م0 بل رت 
۲ رق وت وت 

ای ھت او رہ ید ہج 
ان 3 ص + ۲ع <. 


(۷) آوجد قیم ه التي تجعل لنظام العادلات الآتية حلاً : 
س . ص +ع ہی 
س + ص + ه ع ۰ 
- س -ص + ع <۱ 
(۸) أثبت أن المبادلة بين صفي محدّدة من الدرجة الثانية أو بين عموديها يغير إشارتها فقط . 


ي آن : 


€ 


: أثبت أن المبادلة بين أي صفين في محددة من الدرجة الثالثة يغير إشارتها فقط . أي أن‎ )٩( 
7 7 1 
0 


7 


م 


تا 


1 
۳ 


5 
ب 


وكذلك المبادلة بين الصفين الأول والٹالٹ والمبادلة بين الصفین الثاني والتالث 8 


(۱۰) آثبت أن البادلة بين أى عمودین فی محددة من الدرجة الثالثة بغیر إشارتها فقط : 


تسمارین عامة 


(۱) حل العادلة التالية وحقّق الناتج : 


آم ۳ ع 


(۲) أوجد النظير الجمعي » ثم الضربي إن أمكن لكل مصفوفة فيما يأتي : 


E 9 ٣ 


: عبر عما يأتي بمصفوفة واحدة‎ )٢( 


[س سن ا 


= برهن أن الصفوفة 3 تحقق المعادلة سا - اس -ه م‎ )٤( 


۴ 
سا >[ ] هی 


(0) اثبات أن س" -۲ س ۲ 
(ب) إستعمل النتيجة (۱) لایجاد س-۱ 
(إرشاد : حلل الطرف الایمن للمعادلة العطاة ) 

. إذا كانت ۲ = 1 8 فإن العادلة المصفوفية‎ )٦( 


۲ 
۴ + س + صم = . تکافی مجموعة من آربع معادلات في مجهولین س . ص 
۲ 
والطلوب: ‏ () أوجد ٢‏ ثم اکتب العادلات الاربع الشار إليها . 


( ب ) حل العادلات المذكورة في (۲ ) بطریقتین مختلفتین . 


(۷) حل أنظمة العادلات الآتية باستخدام الصفوفات : 
(0) س + ۲ ص A=‏ ۰ ۲س + اص 2 ۱۶ 
(ب) ۲س-ص - ۰۰۰2۱۳ هس + ص +2 . 
(۸) إذا كانت س ٠‏ ص مصفوفتين من النوع ۲ ×۲ فاثبت أن : 
محددة س ۲ محددة ص 2 محددة (س :کن ) 
ملحوظة : العلاقة أعلاه صحيحة بصورة عامة لجمیع الصفوفات الربعة ن × ن ولكن نكتفي بأن 
يبرهنها الطالب في الحالة ن < ۲ 
(۹) حل آنظمة العادلات الآتية باستخدام الحددات : 


۱ ۱ 
نا اعد ال اه 


(ح) یں ۱۳۰ص + ع < ۰ 


۳ 


س + ۱۶ص + ۱۲ع = 
۱۱ س+ ص + ۱۱ع =. 


(۱۰) أكمل بالتفصیل إثبات الحالات الباقية من ا مثال ( ٢‏ - ۲۵ ) 


الساب الثالث 


۲( لئ ات 

۲-۳ مفاهيم أولية. 

= اال اک 
ST‏ 

۵-۳ التمثيل البياني لدالتي الجيب وجيب التمام . 
CNL. O CONN 5-7‏ 
7 لع او ان مسا , 
4 8ہ ا ا 

۳ قوانين التحويل 

OT 


۳ - ۱۱ العلاقة بین قیاسات زوایا الث وأطوال أضلاعه . 


الب اب الثالث-حساب الثلثات (۲) 

۱-۳ لسمحه تاريخية: 

إذا كنا بصدد دراسة علم المثلثات ؛ فإن مزرخي الحضارة اعتبروه علماً عربياً ء ذلك أنه 
« لولا العرب السلمون لا كان هذا العلم على ما هو عليه الآن . فإليهم یرجم الفضل بتوفیق 
الله تعالی في وضعه بشکل علمي منظم ۰ . 

واذا کان أسلافنا قد ورثوا ما توصل إليه اليونان والهنود من أوليات هذا العلم » فإن الیونان 
والهنود إنما بحٹوا ذلك في ثنايا علم الفلك . وكما أسلفنا في باب المثلثات الذي قدمناه لك في الصف 
الأول » فان العرب المسلمين هم الذين نظموا المعارف المتعلقة بهذا العلم » ثم جعلوا منها علماً مستقلاً 
عن علم الفلك , وأسموه علم الاف‌ساب , لانه يقوم على الأوجه المختلفة الناشئة بين أضلاع المثلث . 

وقد استنبط العرب السلمون الظل ( أي قياس الزاوية المفروضة بالضلع القابل لها مقسوماً 
على الضلع المجاور ) كما استنبطوا ظل التمام . 

إن حشداً كبيراً من علمائنا المسلمين كان لهم دور في تقدم هذا العلم وازدهاره » ذكرنا لك 
منهم آبا عبد الله محمد بن جابر البتاني ( ۲۳۵ - ۲۱۷ھ ) وهو أول من وضع جداول ظل التمام » 
وأبا الوفاء محمد بن اسماعيل البوزجاني ( ۲۲۸ - ۳۸۸ھ ) الذي أوجد طريقةٌ جديدة لحساب 
جداول الجيب ٠‏ وكان جيب الزاوية المساوية ۲۰ دقيقة ( أي نصف درجة ) محسوباً فيها حساباً 
صحيحاً إلى الرقم الثامن من الكسر العشري , وكذلك فهو الذي عرف الصلات في المثلثات مما نعبر 
عنه اليوم بالرمز حا (۶ ± ب ) . كما كشف عدداً من الصلات بين الجيب والظل والقاطع وتماماتها . 

والجدير بالذكر أن الفربيين , بعد أن نُقلت إليهم حضارتنا وعلومنا نسبوا الكثير من 
اكتشافاتنا إلى علمائهم مخالفين بذلك الأمانة العلمية التي يدّعونها ‏ فلقد اعترف المؤلف الكبير في 


تاريخ العلوم « فلورين كاجوري ۾ في كتابه تاريخ الرياضيات « أن هناك أموراً كثيرة وبحوثاً عديدة 


في علم حساب المثلثات ٠‏ كانت منسوبة إلى «ریجیو مونتانوس» ء ثبت آنها من وضع العرب 
المسلمين » وأنهم سبقوه إليها » كما أيده بذلك مزرخون غربیون آخرون مثل « جورج سارتن » 
وديفيد يوجين سمث » ۰ وغيرهم في « أن جميع مؤلفات هذا العالم اعتمدت على كتب العرب 
المسلمين ہ وأنّه نقل عنهم الكثير من البحوث , خاصة فيما يتعلق بعلم حساب المثلثات » . 

ويقول «جوزيف هل» ٠‏ في كتابه حضارة العرب :« إن علم الجيب والظل یعتبر من علوم 
المسلمين » وأضاف الدكتور «ستروك» في كتابه : المختصر في تاريخ الرياضيات : « إن كلمة جيب 
كلمة عربية , وهذا لايترك مجالاً للشك إلى أن الفضل يرجع إلى المسلمين ؛ في تطويرها إلى 
ماهي عليه الآن » . 


۲-۳ مفاهیم أولية 

نقدم فیما يلي بعض الفاهیم الضرورية لدراسة حساب المثلثات » وان جل هذه الفاهیم معلوم 
لدی الطالب فهي تقدم له على سبیل الراجعة . 
(۱) الستوي 

سبق أن تعرفت على الستوي من خلال دراستك لکل من الهندسة والهندسة التحليلية ‏ وأقمت 
فيه محورین مدرجین بحیث يقابل كل نقطة فيه زوج مرتب من الاعداد الحقيقية ( س » ص) 
هما إحداثيا تلك النقطة , وقد سمينا الستوي بعد (ضفاء هذه الصفة عليه : الستوي الإحداثي 
( أو الستوي الديكارتي ) كما في الشکل ( ۲ -۱) 


(۲) الزاوية 


وقد تعرفت أيضاً على مفهوم القطاع الزاوي والزاوية ٠‏ ولعلك تذکر تساوي الزاویتین اللتين 
يمثلهما القطاعان الزاویان : 


۳ از یز‎ e 
پاش کے‎ 4 
۲ أي أن .بم ح = ح۴ ب‎ 


آنظر الشکل ( ۲ - ۲ ) شکل(۲-۲) 


۳ - توجیه الستوی 

لو اعتبرنا المستوي ے والنقاط ۴ ب , ح 3 ص ليست على استقامة واحدة » فقي 
الشکل ( ۳ - ۱/۲) نجد أن اللوراتات (۴ به ) ۰( ۰۳۰ ب )۰( ب ۰ ۲۰) لها 
الاتجاه نفسه , انه الاتجاه الخالف لدوران عقارب الساعة . 


۲ 0 
0+ نان 
0 ۹( 
شكل(؟-؟) 
وفي الشكل (۲/۲-۳) نجد أن الدورانات : ( ۰۴ ح »ب ) ۰( ب ۲۰ ١‏ <) » (ح »ب ۲۰) لها 
الاتجاه نفسه » إنه الاتجاه الموافق لدوران عقارب الساعة . ومن الواضح أن الاتجاهين متضادان . 
وقد اصطلح على اعتبار الاتجاه الأول موجباً » والاتجاه الثاني سالباً ولو كان المستوي _ ے 


مستویاً |حداثیاً , واعتبرنا علیه الاتجاهین آنفی الاک لدعوناه مستویا موجهاً 
ق 


+ ۳ 
7 ۳۰ 
0 - ا مم 


شکل(1-۳) 
يمثل الشکل (۱/1-۳) نظام محاور إحداثیة مائلة . كما یمثل الشکل (۲/4-۳) نظام محاور 
إحداثية متعامدة . سنعتمد في دراستنا هذه على حالة مستو إحداثي موجه منسوب إلى 


نظام احداثي متعامد . 


: الزاوية الوجهه‎ - ٤ 


تعریف (۱-۲) 
إذا رسمنا في مستو موجه نصفي مستقیمین [۱ب » [۶ ح یشترکان في مبدنهما ۰۲ 


فان الزوج الرتب ( [ ۱ ب  ۱[۰‏ ) یسمی الزاوية الوجهة التي ضلعها الابتداني 
[ ۲ ب ؛ وضلعها النهائي [ ۲ ح ورأسها النقطة ۲ . وتکتب بإحدى الطریقتین . 

5 رگ 
([٠ب2[*ح)‏ أو <باح " انظر الشكل ( ۳ - ۵ ) 


وبناء على ما رأينا في توجیه الستوي ٠‏ فان الزاوية الوجهة 
تکون موجبة إذا كان الضلع الابتدائي يدور بالاتجاه الوجب 
لینطبق على الضلع النهائي ؛ وتکون سالبة إذا کان الدوران 
الذکور بالاتجاه السالب . فإذا كان العدد الحقيقي ه 


شکل (0-۳۲) 


يعبر عن قياس الزاوية الوجهة ([ ۱ب ۲[۰ ح ) ؛ 
فإننا نعبر عن ذلك بقولنا : 

ق ([۲ ب ۲[۰ < ) = ه ونقراً : قياس الزاوية الوجهة ( [۲ ب ۲[۰ ح ) يساوي ه ویکون 
ق( ۴1>[ ب)=-ھ 

لخص ذلك بقولنا : ( [ | ب ۲[۰ ح )= - ([۱ح ۰[ ب ) 

أو TE‏ = - < ک٥‏ ب . ( انظر الشکل ۲ -1) 


و 


ک-گل(۹-۴) 


تعریف (۲-۲) 


إذا کان لدينا نظام إحداثي متعامد لمستوي ى وزاوية موجهة في سى , 
فانه يقال : إن الزاوية الوجهة في وضع قياسي إذا انطبق رأسها على نقطة الاصل 
وضلعها الابتدائي على الجزء الوجب لحور السینات . 


سا 
في الشكل ( ۲ - ۷ ) الزاوية < حم في وضع قياسي لانطباق رأسها على نقطة الاصل 
ولان ضلعها الابتدائي [ م ح منطبق على الجزء الوجب لحور السينات وهي زاوية موجبة لان ضلعها 
الابتدائي يدور بالاتجاه الموجب لينطبق على الضلع النهائي [ م ه بينما الزاوية < ح٢5‏ ليست في 
وضع قياسي ( رأسها لا ينطبق على نقطة الاصل ) وهي أيضاً زاوية موجبة ( اذا ؟ ) . 


شکل(۷-۳۲) 


5 سے 5 3 € 
(۱) ماذا تقول عن الزوايا الوجهة : <( ح مط » (ومل ١٠١‏ نبلء< نمق ١<٠حامقء‏ 
في الشكل ( ۳ - ۷) ۰ من حيث الوضع القياسي والاتجاه ؟ 


(۲) اک مل ما يلي : 
([مب.[مح) عریمگ. . . «حهه = ([هح.[هی) 
([ حن ۰[ حق) < ١‏ جرب وت 
([ وس »[وص ) - 1 وی مات 

ملحوظة (۳۲- ۱) 


إذا كانت الزاوية الوجهة في وضع قياسي ۰ فاننا ننسبها إلى الربع الذي یقع فيه ضلعها 
النهائي . فلو وقع ضلعها النهائي في الربع الأول ؛ مثلاً » قلنا إن الزاوية تقع في الربع الأول 
كالزاوية < م ب في الشكل ( ۲ ۸ ) بينما تقع الزاوية <۴ م ح في الربع الثالث ( لاذا ؟ ) 


(۱) في الشکل ( ۳ -۸) 
عین في أي ربع تقع كل من 
الزوايا الأتية : 


متسل له سم 
< مد » (امھ (امو۔. سر 


00 
الشکل ( ۲ - 
مستعیناً بالك 
لجدول التالي 
كمل الج 
0) 1 


جهة 
ة الموج 
2 با 07 
مرتب 
نوع 
سو 


FET 
2 
7 ([م ۰۵ [م‎ 


(۵) دائرة الوحدة 


إذا رسمنا في مستو موجه منسوب إلى نظام إحداثي متعامد , دائرةٌ مرکزها نقطة الاصل , 
ونصف قطرها وحدة الطول , فان هذه الدائرة تسمی دائرة الوحدة ی 


( أو الدائرة المثلثية ) فإذا كانت ن (س ۰ ص) نقطة من هذه 


الدائرة فان : س۲ + ص۲ = ۱ ی 
انظر الشکل (۳ - ۱۰) 
ملحوظة (۲-۲) فش 


واضع أن محيط دائرة الوحدة = ٢ط‏ وحدة طول ( لاذا ؟ ) فإذا كانت وحدة الطول هي 


السنتمتر » فإن محيط دائرة الوحدة يساوي (۲ط) سم » حيث ط ( آو ۲ ) عدد حقيقي غير نسبي 


وقيمته التقريبية ۱۶ر۲ أو کت آو یں 


( لاحظ أن القيم التقريبية للعدد ط هي أعداد نسبية وأن القيمة الأخيرة هي آقرب هذه القيم إلى ط ) 
صلم 


تدریب ( ۳۳۴ 

إذا كانت ن (س » ص) 2 (د) دائرة الوحدة 
شکل ( ۲ - ۱۱ ) فاوجد إحداثيي کل من النقاط 
ن, ( نظيرة ن, بالنسبة للمحور الصادي ) 

نب ( نظيرة ن, بالنسبة للمحور السيني ) 

ن, ( نظيرة ن, بالتسبة للمحور السيني ) شکل(۱۱-۲) 
تحقق أن . ن ٠‏ نم » ن تنتمي إلى داثرة الوحدة (د) » ون نم نظيرة ن, بالنسبة لنقطة 


الاصل م , آوجد نظيرة ن, بالنسبة لم . 


(1) قياس الزاوية الوجهة : 

لو جعلنا خط الاعداد الحقيقية مماساً لدائرة الوحدة في 
النقطة ۲ (۰۰۱) التي هي بالوقت ذاته نقطة الاصل لخط الاعداد 
كما في الشکل ( ۳ - ۱۲ ) على أن تکون الاعداد الحقيقية 
الوجبة ممثلة بالنقاط الواقعة فوق محور السینات » والسالبة 
ممثلة بالنقاط الواقعة تحته ۰ ولو اعتبرنا خط الاعداد مادياً مرناًء 
بحیث يمكن لفه على الدائرة ؛ فإن کل نقطة من خط الاعداد 
لابد من انطباقها على نقطة من الدائرة , فالنقطة ن, 
مقلاً من خط الاعداد تنطبق على النقطة ن من الداثرة ویکون : 
طول القوس [۶ ن ] = طول القطعة [! ن, ] ء وللسبب نفسه 
فان : طول [ ۲ب ] = طول  ۲[‏ ] = -3- (۷ط) 


شکل(۱۲-۲) 
وط وحدة طول 


وإذا کان طول [ ن. ن, ] = ۲ ط وحدة طول فان ن, ستنطبق أيضاً على ن أثناء عملية اللف . 
وعلی هذا فإن كل نقطة من خط الاعداد تقابلها نقطة على الدائرة » بینما نجد أن کل نقطة من 
الدائرة یقابلها عدد لا نهائي من نقاط خط الاعداد , بحيث تکون السافة بين نقطتین متتاليتين منها 
مساوية ٣ط‏ ( وحدة طول ) . أو بتعبیر آخر : 
کل نقطة من الدائرة یقابلها على خط الاعداد الحقيقية مجموعة من الاعداد » بحیث یکون الفرق بین 

کل عددین متتاليين مساوياً اط فعند لف الجزء الوجب من خط الاعداد » إذا كانت ن, المئلة للعدد 

الحقيقي ه آول نقطة تنطبق على ن ‏ فان النقاط النطبقة على ن هي : 


قب قار 3 تو دت ن eS‏ 


العقة للاعداد : ه ٠ه‏ + اط ٠ه‏ + اط .... ه + مط رب e ٤5‏ 


وعند لف الجزء السالب من خط الاعداد نجد أن النقاط النطبقة على ن هي : 


ف اب ا و[ 


تم 
ل کہ 


الممثلة للاعداد : ه - ۲ط , ه - ٤ط‏ » ه - اط .ا ها+امط.. ٠م‏ 3 مہ لا[ . 
وبالتالي فان النقطة ن ستنطبق علیها النقاط الممثلة لعناصر الجموعة : 
(ڑھ+۲مط:م 3 صر ) . وهكذا 0 
نجد أن كل عدد حقيقي ستكون له صورة على دائرة الوحدة » ونعبر عن ذلك بقولنا : 
توجد دالة ( يسميها البعض دالة اللف ) مجالها مجموعة الاعداد الحقيقية ح ومجالها القابل مجموعة 
نقاط داثرة الوحدة . 
ففي الشکل (۲ - ۱۲) النقطة ۴ (۱ ۰ ۰) هي صورة لكل من عناصر الجموعة : 


[.... حقط-٢ط‏ ۰ اط اط ...)علاط نم د صم] 
والنقطة ب ( ۱۰۰ ) هي صورة لكل من عناصر الجموعة : 
لظ حرط ری قنظ ذظ ط 5 
بر حلص حلص کے , ٤‏ ط, لط, ....)۔( 2 + امط: 
) سو a‏ )=( +۲ مط :م 3 مہا 


والنقطة ح ( - ۰۰۱ ) هي صورة لكل من عناصر الجموعة : 
(ط + اعمط :م 3 صد)] (il)‏ 

والنقطة د (۱-۰۰ ) هي صورة لكل من عناصر الجموعة : 
( و +۲مط :م و مید) (ik)‏ 


آو: [(- ا +۲ مط م3 مہا ( ادا ۶) 


ويصورة عامة : 
و ۳ ۳ 0 ۳۹ ۳ ۳ 8 
إذا كانت < من موجبة وبوضم قياسي ( ۴ + ن تقعان على دائرة الوحدة ) فان آصفر عدد حقيقي 


موجب ه صورته النقطة ن يساوي طول القوس [( ن ] 
القابلة لتلك الزاوية » ومن الواضح أن جمیع الاعداد 
الحقيقية ( الوجبة والسالبة ) التي صورتها النقطة ن 
هي عناصر الجموعة : 

[ه + ۲ م ط : م 3 صب ) . انظر الشکل (۱۳-۲۳) 
آما إذا كانت فو سان كما في الشکل (۱4-۲) 
فإن أكبر عدد حقيقي سالب ه صورته النقطة ن , 
تكون قيمته الطلقة | ه | مساوية طول القوس [ ؟ ن ] 
المقابلة لتلك الزاوية ء وكذلك نجد أن جميع الاعداد الحقيقية 
التي صورتها النقطة ن ۰ هي عناصر المجموعة : 


[ه+۲مط ام 3 مہ): شکل(۱۳-۲) شكل(؟-؛١)‏ 


تعریف (۳-۳) 
ب 5 5 ل ا يم 

يسمى العدد الحقيقي ه + ۲ م ط (م 3 صر) القياس العام للزاوية الوجهة و 
حیث | ه | هو العدد الدال على طول القوس من داثرة الوحدة الذي يقابل تلك الزاوية ؛ 
اس 

ویسمی العدد الحقيقي ف د ]- ۲ط , اط [ القیاس الرئيسي للزاوية الوجهة < من 
بالتقدیر الداثري . 


ملحوظة -٣(‏ ۳) 
يمثل الشكل ( ۲ - ٠١‏ ) الزاوية الموجهة ٥<‏ مرگ 
التي قیاسها = ۱ بالتقدیر الدائري . 
فیکون طول القوس [ ن ] = ۱ ( وحدة طول ) 
= طول نصف قطر دائرة الوحدة . 


وحینئذ نقول : 
سے 07 7 
ق ( < من ) ١=‏ زاوية نصف قطرية ( أو : رادیان ) 
0 5 ج ۳ 5 
وتقرأ : قياس ( < ١‏ م ن ) = ١‏ زاوية نصف قطرية ( أو : راديان ) 
والزاوية نصف القطرية ( أو الراديان ) ء كما تعلم » هي قياس زاوية مركزية تقابل قوساً من 
دائرة » طوله مساو نصف قطر تلك الدائرة . 
حالات خاصة 
حاول إيجاد القياس الرئيسي للزاوية الموجهة 
نظ 7 إذا أنطبقت ن على النقاط ۲ء ب ح »د 
من دانرة الوحدة ؛ على التوالي » ثم أوجد القیاس 
العام لكل من هذه الزوايا . 7 ردم 
- لعلك لاحظت أنه عندما ن - ۲ يكون طول [ ۴ ن ] = . ٠‏ شكل ( ۲ ١١-‏ ) ويكون القياس 
س 
الرئيسي للزاوية <۴ م ن هو الصفر . 
س 
والقياس العام للزاوية 0١‏ من هو [" مط :م 3 صح] . 
- ولعلك توصلت إلى أن : 
OF‏ ا ط 
ن = ب کک طول [ ۲ ب ] = > × ۲ ط = ب ( وحدة طول ) 
فیکون القیاس الرئيسي للزاوية < ۴ م ب فى سا رادیان 
شکل ( ۲ - ۱۷ ) 
والقیاس العام هو : ( -ط +۲ مط :م 3 صم) 
- وتجد بسهوله أن : 
ن دح == طول القوس [ن] = ےج × ۲ ط = ط ( وحدة طول ) 
وت 
فيكون القياس الرئيسي للزاوية <۴ م ن = ط راديان 


شکل(۱۷-۳) 


والقیاس العام هو :[ ط + ۲ مط :م 3 صہ) , الشکل ( ۱۸-۳ ) 
( لفط آنه يكن مقار اسن الزارية 0 كه مساوياً < مط ن ها : 
( اذا ؟) انظر الشكل (۲ - ۱۹) . 


شکل (۱۸-۳) شکل (۱۱-۲) 
حو چ أخيرا أن 
ےک کنا 2 

ن = د کک طول القوس [( ن ] = -- ٢×‏ ط = -- ط ( وحدة طول) 
ںہ ۲ و کہ ےج ما 

فیکون القیاس الرئيسي للزاوية < ۲ م ن = -> راديان 

والقیاس العام هو [ - +۲ مط : م 3 صہ] ء شکل (۲- ۲۰ ) 

س 
( لاحظ أنه يمكن اعتبار قياس الزاوية <۴ م د مساوياً : 


[ - لظ ٣+‏ مط :م و مہہ) . اذا ٩‏ انظر الشکل ( ۲۱-۲ ) 


ار 
أوجد طول القوس المقابل لزاوية مركزية قياسها الرئيسي لك راديا 


(۱) إذا كان القوس من دائرة الوحدة 


۳ 
٣ط‏ رادیان 


(۲) إذا کان القوس من دائرة نصف قطرها ۱۶ سم (ط یہ 3( 
الم 
(۱) إذا كان القوس من دائرة الوحدة فان طوله = لآ وحدة طول 


گے اس ماگ ے یج گت ی 
2 و سس سم وحدة طول 
(۲) إذا كان القوس من دائرة نصف قطرها = ۱۶ سم » فانه ( كما رأينا في الصف الأول ) 


طول القوس هو ل = |ه| × نق (۱-۲) 
زاوية الركزية القابلة لذلك القوس مقدراً بالرادیان . 


فيكون طول القوس ل = قطي 1 مت ود 11 


= ۱۲ سم . 


أوجد طول القوس من دائرة نصف قطرها ٠ر١٠‏ سم ء إذا علمت أن القیاس الرئيسي للزاوية 
الركزية المقابلة له ه = - 9 ل رالیان + (ط ید 3( 


ل = |- | × مرها ہے -ه بر كك × ور.۱ = ۱۵ سم 


آوجد ما يساويه الرادیان ( الزاوية نصف القطرية ) بالارجات وماتساوي الدرجة بالرادیان 
(ط > e‏ 


تعلم أن العلاقة بين قياسي زاوية , قیاسها بالتقدیر الستيني ( سء ) وقیاسها بالتقدیر الداثري 


(ھ رادیان ) هي : حم = 2 =F)‏ 


۳ 
فعندما تکون ه <۱ رادیان فان س = ( ھا )ے٥٤‏ ۷ ٩0۷‏ 


وعندما تکون س* - ۱* فان ها = کے رادیان >> ۱۷۶۵ .ر. 


فالرادیان ( الزاوية نصف القطرية ) تح 1۵ 1۷ ٩0۷‏ 
والارجة بح ۱۷4۵ .ر. رادیان . 


۱ - تحقق من صحة القیاسات الوضحة بالجدول الآتي 


الزاویة بالرادیان 


5 یی سا یی کر تا ره ۰ 
۲ - اكتب القياس العام للزوايا التي قياساتها الرئيسة ۰ , - 2 , 0ل ۱۲۰-۰ 


احسب طول القوس المقابلة لزاوية مركزية قياسها ۲۱۰" فى دائرة نصف 


قطرها فر۲۲ سم . ط يم 128 


د - | ه| ×نق حيث ه مقيسة بالرادیان . 


فت سن :7۷۵ 
۸ ط 
=2 ہے هھ = و راديان 


نے ا ۳ 7 
ل = ید × ۹ر٣٣‏ ہے x‏ همد ۳٣۰۶‏ 2 ۵آر؟۱۲ سم 


أوجد بالتقديرين الدائري والستيني قياس الزاوية المركزية الوجبة التي تقابل قوسا 
طوله ۱۰سم في دائرة طول نصف قطرها ۱۵سم ثم أوجد تعبيراً عاماً لقیاسات مجموعة 
الزوايا المشتركة مع هذه الزاوية في كل من الضلع الابتدائي والضلع النهائي وذلك بالتقديرين 
الدائري والستيني . ط مح 3 


کے = |ه | × فد خخ اه عه 
حت ود ند س ہے رادیان 
1 5 
NIE‏ 
E‏ جو مس 


القياس العام المطلوب : 
بالتقدیر الدائري : ( 00 +امط:ام 3 ص) 


بالتقدير الستيني : ( ۰0 ٦۰+ ۲۸ ١١‏ م:م دصید) 


تمارین (۱-۲) 


)١(‏ الزاوية الموجهة e‏ في وضع قياسي مرسومة على داثرة الوحدة ( د ) » فاذا 
كان | ه |أصغر قياس لهذه الزاوية ‏ وکانت [ ب ) = ( د )۱][ مب » ب =( س ۰ص ) ۰ 


فاکمل مايلي : 
٠ (0)‏ وھ ر چیه (س ).و ص» ۰) 
(ب) لط جدرط جه eS)‏ بو Coase‏ 
(ح) ط دهد 

یات رسب 1 جح ) 94 ۱ 


(د) ۰۰۰ < هد 1 


آوز تنج ده و ای 


(ه) (ه=.اوھ=۲ط) چسه ب = ( 
(و) (هت ...اوھ = 8ط ) جم ب = ( 
(ز) (ھ = اوھ = ج ) جه ب = ( 
(ح)(هفاعط لو بععت) و وك امس و مت ) 
)٢(‏ أكمل الجدول الآتي : 


880 | | #۱ اك 


)٢(‏ إذا كانت الزاوية ٢<‏ م 5 في وضع قياسي , فاکتب تعبیراً عاماً لقياسات هذه الزاوية » وذلك 
عندما يكون القياس الرئيسي لهذه الزاوية معطى وفق ما يأتي : 


(۲) ق(<۱مب) = 1۲ (ب) ق( < مگ ) = - ٣ط‏ 
ما و لوم د (د) ق(<ؤم؟) = ؟ رادياناً 
(4) أوجد طول القوس المقابلة للزاوية التي قياسها ه من دائرة طول نصف قطرها ١٠سم‏ ؛ في 
الحالات التالية : 
(۶) هھ = -- رادیان (ب) هع ۱۳۰ 
(ھ) ه = سک رادیان (د) ه = .۲ 10 


8 ڪج < 
)٥(‏ إذا كانت <۲ م ن في وضع قياسي , بحیث : ۰ < ق (< ۶م ن) < ۲ط . 
پک 2 
والدائرة د ( م۰ ۱۰سم ) وکان طول القوس [ ن ] مساويا ۱۵سم . 
فأوجد بالتقدیر الدائري أصغر قياس للزاوية <۴ م ن . 
۲-۳ الدوال الدائرية : 


اد الغا انیب وجیب التمام کت 


2 1 1 س ٠‏ 
في اکن ۴ 1۷( الزاوية الموجية وم واو و لها 
قياسي ؛ قياسهاع راديان (حیث ع 3 ح) 
7 


- 


فإذا كانت | ه |طول القوس [ن] القابلة للزاوية 
چ 
<۲ من على دائرة الوحدة ( د )»2 فإنك تعلم أن : 


1 


ع=ھ +۲مط م 3 صم تعریف ( ۲ - ۲ ) 


تعریف ( ٥-٣‏ ) 
إذا کائٹ الزاوية الموجهة < ۴م بوضع قياسي ٠‏ وقياسها ع » وکانت ن (س ۰ص ) 


نقطة تقاطع ضلعها النهائي مع دائرة الوحدة ( د ) فإن العددین س . ص يتعلقان 
بقياس الزاوية < 6 م ن » ونقول تعريفاً : 

قيمة س هي جيب تمام هذه الزاوية ونرمرٌ له بالرمز حتاع 

قيمة ص هي جيب هذه الزاوية ونرمز له بالرمز حاع . 

ا E‏ فا کٹ 


7 ہے 7 
وحيث إن العددين حتاع ٠‏ حاع يتغيران تبعا لتغير الزاوية <۴ م ن ٠‏ وبالتالي تبعا لتغفیر 
قياسها ع , أي تبعاً لوضم النقطة ن على دائرة الوحدة ؛ لذلك نسمي کلاً منهما دالة دائرية 
ومن ذلك نستطيع کتابة التعريف الآتي : 


تعریف (0-۳) 
الدالة حتا : ح سح , حیث حتا ع = س تسمی دالة جیب التمام 


والدالة حا :جح سسهم , حیث حا ع = ص تسمی دالة الجیب 


وقد سبق لك التعرف على هاتين الدالتین في مقرر الصف الأول الثانوي في حالة ع د )٩...[‏ 
نتائج :)١-5(‏ 

١(‏ ) في الستوي الوجه المنسوب إلى نظام إحداثي متعامد ۰ إذا كانت < ۲ م ن في وضع 
î‏ 


CC 
قياسي , ق ( <۶ من )= غع› ن =( س ۰ص ): س۲ + ص‎ 


فان : حتاع = س +حاع = ص 


( ب ) من النتيجة السابقة ينتج مباشرة أن : 


02 


كما ينتج أنه 
لكل ع 3 ح . (حتاع)" +(حاع) ١=‏ 


۳ 


(ح) بالرجوع إلى الشکل ( ۳ - ۲۲ ) يمكنك أن تستنتج بسهولة أن : 


وتکتب بالشکل 


تاد م اعد ۱ سا ےج ره 

حتا ۲ ط - ۱ حا۲ط = 

تاط - _طہ ۔ 

حتا ۳ 2 حا 3 ك1 

حتاط - -۱ حاط =. 

تا ١ط‏ ) دمت ٣‏ ط۔ نے دز كين دحا 
حتا ( کے حتا ۳ ۰ حا ( 0( حا 7 < -۱ 


(د) حیث إن [ ع < ه + ۲ مط م3 صہ) هي مجموعة قیاسات الزاوية التي ضلعها 
الابتدائي [ م ‏ وضلعها النهائي [ م ن ٠‏ وبالرجوع إلى الشکل ( ۳ - ۲۲ ) تجد أن : 


حتا (ه +۲ مط ) حتاھ › م 3 مہ 


(5) 


حا (ه+۲مط) <حاه .م 5 صیہ 


عبر بدلالة أصغر قياس موجب للزاوية < م ن عن کل من حتاع, حاع حیث ع = ق (< ١‏ م ن ) » 


إذا كانت إحدى قیم ع معطاة كما يلي : 
(۱) ع = ۳۰" 
ماع = = f.‏ + کم م دصر 
am‏ 
(۱) ع = ۲۰ ۷.2" + ۳۱۰ فیکون : 
حتاع = حتا (۲۷۰ +۲۳۱۰ ) < حتا ۷۰" 


(ب) ع = + ط 


حاع < حا (۲۷۰ +۲۳۰۰ ) <حا ۷۰ 


طِ 
(ب) ع = مط چ + ۲ ط 
5 


۹ 5 
ہے 2 ها جس اہ < :۱ 


(ح) ع ۰-2 عم م اہ 
نحصل على أصغر قياس موجب عندما نضع م = ۱ 
عض عن ک و“ ص۴۹ج ۲۲۰ ۰ فیکون؛ 


حتاع = حتا ۳۲۲۰" 2 حاع <حا ۳۲۰ . 


 , 5‏ مہ 
(۱) الزاوية الوجهة < م ب في وضع قياسي 
إذا علمت أن ق ( <۶ م ب ) = ع فعبر عن كل من حتاع وحاع بدلالة أصغر قياس موجب 


حتاع = حتا ( لل ٢+‏ ط ) = حتا 


للزاوية < م م ب في كل من الحالات الآتية : 
RE AE)‏ مد ود 


(ب) ع ےا -.ه سكام ۰ م کے سپ 


(ماع = لظ +اطم ۰ م9 صہ 
(د )ع = خباطم ام و ص 
(۲) إذا كانت حتاع = . فما هي قيم عاع 3 [ ۰۰٢ط]؟‏ 
(۲) آعد السؤال السابق حیث ع 3 ح 
(4) أعد حل التمرينين (۲) ۰ (۳) في حالة حاع = . 
(۲) دالة الظل : 
نتورف على الہ وید پر ر 
من الواضح أن وجود هذا العدد يقتضي کون س ك . أي : حتاع علد . 
لو قمت بحل التمرین (۳) من التدریب ( ۲ - 5 ) لوجدت أن : 


و سط +۲ ۱ 
ور 3 کے رر ا 
ومن الواضح ان الشرط (۲) رکٹ : 
عو سن + ط + ۲ مط آو ع عمط + (۲+۱م) ط. 0( 
یالشرط (1) يكنب ع عي ستاك + (ام) ط )0 
فالشرط (۲) يعني أن : ع عاو سط + عدد فردي من ط 
والشرط (۱) يعني أن : ع عبج سسط + عدد زوجي من ط 
وعلى هذا يمكن جمع الشرطين بشرط واحد هو : 

عه ابوط ا م3 مص 

تعريف (۳ ۳ 
٦٤پ‏ کے - ( حیث E‏ 3 صم) 
سا < م رگ را ور EN‏ فیکون : 
ظاع = سس , حیث ن<(س ۰ص )۰ س۲ + ص۲ = ۱ انظر الشکل ( ۲ - ۲۲) 


وبالطريقة نفسها التي سلکناها في حتاع » حاع نقول : 


تعريف ( ۷-۲ 
نعرف الدالة الدائرية ظاع كما يلي : 


ظا ج( ع ےھ +مط ام دماح 


حا 
حيث ظا ع = (mr‏ 


نتائج (؟ -5) 
(0 ) من النتيجة ( ۲ ١-‏ /رح ) نجد أن : 


حرط در ۱ طظ 8 5 ۳۹ 
نظا م ۲ +م‌ط ) :م 3 صہہء غير معرفة 


( ب ) من النتيجة ( ۲ - ۱ /د ) ينتج أنه إذا کان ه سے - + م ط (م 3وس 


> © 5 

عبّر عن ظا ع بدلالة أصغر قياس موجب للزاوية (١‏ م ن ۰ إذا كانت ع = ق ( ١م‏ م ن) في 
الحالتين التاليتين : 

(0)ع =۷ (ب) ع = لھ 


۳۸ SEC) 


(ب) ع = ف = 2 + ٢ط‏ : ظاع = ظا ( +۲ ط) = ظا لط 


۰ +۳۰ . ظاع = ظا( ۲۱۰ +۲۲۱۰ )= ظا .۱ 


نعرف فيما يلي الدوال التالية : 
(۱) القاطع ونرمز له بالرمز قاع ویکون : 


1 EE 
MINE E E 


(۲) قاطع التمام e‏ له بالرمز EE‏ 
مه نم ہا ص 
(۳) ظل التمام ونرمز له بالرمز ظتاع ویکون : 


ملحوظة (۲ - 4) 
حیث إن حاع في مقام كل من قتاع , ظتاع ؛ لذا يجب أن یکون حاع د ۰ ونعلم أن : 
جاع- ۰ عندما ع = ۰ + مط = (۲م)ط ۱( 
وعندما ع = ط +٣مط ‏ (۲+۱م)ط 0( 


إن (۱) یمثل مجموعة الاعداد الزوجية من ط 


إن (۲) یمثل مجموعة الاعداد الفردية من ط 


وعليه فان (۱) ۰ (۷) معاً نعبر عنهما بقولنا ع = م ط حيث م 3 صم 
لذلك فان الشرط حاع + . جسسي ع ج مط م3 مہ 
وهذا ما اشترطناه في الفقرتین (۲) , (۳) من التعریف السابق . 
نتیجة (۳-۲) 
نستنتج بسهولة آن : 

قا (هھ +۲ مط )= قاه 

قتا ھ +۲ مط )= قتا هھ 

ظتا (ه +۲ مط )= ظتا ھ 
(۶) قاعدة الإشارات 
رأينا أنه : لأي نقطة ن (س ۰ ص) واقعة على دائرة الوحدة فإن : حتاع = س » حاع = ص » 
انظر الشكل ( ۲ - ۲۳ ) لذا فإننا نستطيع أن نسمي المحور م سب ؛ في هذه الحالة ء محور 
جيب التمام كما نسمي الحور م صر محور الجيب وهذا يعني أن : 
إشارة حتاع هي إشارة س نفسها 
وإشارة حاع هي إشارة ص نفسها 
فإذا كانت الزاوية التي قياسها ع 
في الربع الأول . 


4 حا 
اي نع سم 2 
وإذا كانت الزاوية التي قیاسها ع في الربع الثاني فان : شکل(۲۲-۲) 
7 ۰ 9 
سس بست: افا ع 3 
ص > ۰ خااع + ع 
ومکذا . 


والشکل ( ۲ - ۲۶ ) يبين الدوال التي إشاراتھا موجبة في کل من الارباع الاربعة ؛ وما سواها 
سالب » وذلك بالنسبة لكل من حاع , حتاع » ظاع . 
ولعلك تلاحظ أن |اشارة قاع مثل |شارة حتاع . 


وإشارة قتاع مثل إشارة جاع وإشارة ظتاع مثل إشارة ظاع . 2 
أوجد إشارة كل من حتاع » حاع ظاع : قاع » قتاع , ظتاع , ركان 


إذا علمت أن الزاوية التي قياسها ع 
(۱) في الربع الثالك . 08 
(۲) في الربع الرابع . 
الزاوية الوجهة <م مل في وضع قياسي , (د) دائرة الوحدة ۱۰ ۰ن < (د) . فإذا كانت 
۰۰۱(۶۲).ن(س ۰ ) ۰ ۰ < ق( < م ن) <۲ط. فاثبت أنه توجد قیمتان ل س 
وعين على الشکل الزاویتین القابلتین لهما ثم أوجد في كل حالة النسب المثلثية لهذه الزاوية . 


| ال 
ن (س ۰--) 3 () 
هه س۲ +ص؟ <۱ 
كك رہ کی 
دک س<+ دہج 
س وجود نقطتين على دائرة الوحدة هما 
در راد کا داع 
انظر الشکل ( ۲ - ۲۵ ) شکل (۲۰-۲) 


حص یرجد زاویتان : ( <۶ من ۰ ۲۶م ن) 


ہے ہے سے 
بحيث ق ( < من ) ده ۰ ق (< من )= هم نا رهم 3 [۲۰۰ط[ 
فیکون : 
EES 5‏ 95 1 
(حتاه , حاف ) <( ج).(حتاهم ,حاه )2(-22-2) 
وبالتالي فان 
حتا هم ے گے 
حتاه بط 
9 0 
مدن مكاج ]| وه ع د 
وان 
CE 5 0 2‏ 58 سے 2 
قاف 1 > قتا ی جا ٠‏ ظتا ی وت lil)‏ ¢( 
5 عدج رق وه تسد ۱9 5 3 5 
تاه جہ فتاه کوٹ ٠‏ ظتا هم ای ( لادا ؟) 


(۵) انتطابقات الأساسية 
سبق أن تعرفت في النتيجة ( ۳ - ۱ / ب ) والتعریف ( ۳ - ۷ ) على التطابقتین : 
حاع «حتاع ١2‏ لكلع دح (EY)‏ 


3 طِ 

gm‏ خی و سو مو ےہ دو ارسي 

إن المتطابقتين السابقتین تدعيان : التطابقتین الأساسيتين لحساب الثلتات » ونستنتج منهما 
متطابقتين آخریین فيما يلي : 


البرهان 

5 ۲ 5 
وہس وک وب EE EE‏ عكاتيه تک ان 
aE‏ حتاآع حتا؟ع كه 5 


(۲) برهان الفقرة الثانية متروك للطالب . 


(۱) بسط مايلي : 
حاع ۱ 
وو سی رکا یہ ہر د 
طا 3 
2 حتا 3 
۱ ۱ 
(ح) حتاع +حاع .ظاع (د) EE + E‏ 
گا 
ٹپ ٹپ تچ 


(۳) برهن على صحة الفقرة ( ۲ ) من النظریة ( ۳ -۱) 

سے تہ 

إذا كانت ےو أل ءظاه ۱ فالطلوب 

(۱) آثبت وجود قیمتین ها , هم للزاوية ه . 

(۲) أوجد في کل حالة : حاه ؛ حتاه . 

(۳) آوجد النقطتین ن, ن, على دأئرة الوحدة , الناتجتین عن تقاطعها مع الضلع النهاني 
للزاوية < م من في كل من الحالتين السابقتين ‏ ذا علمت أن الزاوية في وضم قياسي . 
ماهي العلاقة بين القيمتين هم »هم ؟ 

ود 

(۱) ظا ه -۱)  .‏ ه تمثل زاوية في الربع الأول أو في الربع الثالث ٠‏ ولیکن القیاس 

الأول ه, والقیاس الثاني هم , انظر الشکل ( ۲ - ٥٢‏ ) 


۴ 1 
۲) ۱ + ظا ها < دہ ۸-۳ 
(A) E 0‏ 
سے اب( ل سے حتااه ع(- 
خا هد ۲ 
سے حتاف = + ل فعندما تكون الزاوية بالربع الأول : ه = هم 


فان حتاه, = جد ۰ حا = حتاف × ظاف, لے ( اذا ؟) 


س ن ن متناظرتان بالنسبة لنقطة الاصل م 


کے ف ماعط 


ملحوظة (۵-۳) 
في الشکل ( ۲ - ۲۷ ) الزاوية الوجهة <۴ م و في 
و ضع قياسي ارق( عن E‏ ع ES,‏ 
۴ ن تنتمیان إلى دائرة الوحدة . 
(د) » الماس في ( يلاقي الضلع النهائي للزاوية في ك . 


لعلك تستنتج من تشابه المثلثين م ب ن ۲۰ م ك . 


۶ت0 7 
ا ایا وکا ٠»‏ وبملاحظة أن : 
مب اد شف 5 


|م |= |ب ن |» وباعتبار القطع , الستقيمة موجهة یصبح التناسب السابق : 


ای ظاع 2 ۶ك 
أي أن ظاع تتعين قيمتها بالعدد الذي یقیس إحداثي النقطة ك على المحور النطبق على مماس 
دائرة الوحدة في ۰۶ والوجه کاتجاه محور الصادات ٠‏ حيث ك نقطة تقاطع الضلم النهائي 
لزاوية < آم 3 مع ذلك الماس . المخور ۲ ك نسمیه محور الظل . 


أعد رسم الشکل ( ۲١ - ٣‏ ) وارسم عليه محور الظل ثم حدد عليه النقطة ك التي إحداثيها 


اوی کد من ا ظا م رؤا تلخخظ:؟ 


إذا كان قياس زاوية موجهة تقع في الربع الثالث يساوي ه وكان |حتا 35 5 فأوجد 
گلا من : حتا هم ھا طا هه 


|حتا ھ|= ر ؛ الزاوية تقع في الربع الثالث ---» حتا ه ر . عحع حتا ه = - ك 


1 
بدا هب عدجا "رودت 1 چگ ها قاتا هت 9 تفت 
11۹ 
۲ 
جتتخ:: اه ہے سل لکن حاه < . (لاذا؟) 
عحكة 0 اد ديك ظاه ماج 


تمارین (۲-۳۲) 


(۱) إذا كانت ۲ حاه = ؛ حتاف ۰ . ج فوط فاحسب کلاً من حاف » حتاف , ظاف : 
(۲) أعد حل المسالة السابقة إذا علمت أن ط رھ < لط : 
(۳) إذا كانت حاف = -۲۷ حتاف كط رم ر ۲ط فأحسب كلاً من ظاه , حتاف ؛ حاه . 
)٤(‏ إذا كانت *احتا ه +ه < ۰ (٠.‏ ھا <۲ط . فأوجد كلا من حتاف ؛ حاه » ظاف 
( لاحظ وجود حلّين ) 
(ه) إذا كانت | ظاه | = حك > ه قياس زاوية تقع في الربع الرابع ۰ فأوجد كلا من : 
ظاف + جاه ‏ حتاف + قتاه ہہ قاقد + ظتاه. 
(1) إذا كانت ه أقل قياس لزاوية موجهة في عكس اتجاه دوران عقارب الساعة » فعين إشارة كل 
بح پا ف62 ہے حاف ف “انها فد 8ه 
هل يمكن أن يكون ۲ حا ه - ؛ = . ؟ لماذا ؟ . 
(۷) إذا كانت ٤‏ حااه - ۸ حاه + ۲ - . ؛ فأوجد قيمة حاه وإذا كانت کے ره < ط 
فأوجد قيمة كل من حتا ه , ظتا ه . 
(۸) أثبت أن النقطة ن ( - , - سل ) تقع على دائرة الوحدة ؛ وإذا مر بالنقطة ن الضلع 
النهائي لزاوية موجهة ٠‏ في وضع قياسي وكان قياسها ه . فأوجد قيمة کل من 
عنقا هن + حاه , ظاف . 
)٩(‏ في السالة السابقة ء إذا كانت ن (س ,-5 ), . ده ٢<‏ ط ١‏ فاوجد س وبين أنه 


توجد قیمتان لقیاس ه ,ثم آوجد في کل مرة : حاه , قاه١‏ ظتا ه . 


(۱۰) آعد السالة السابقة بفرض ن ( - ص ) , حط وه ر 
في التمارین من (۱۱) إلى )٦١(‏ إذاعرفت أحد قيم الدوال الثلثية : حا ه » حتا ھ٠‏ ظا ه 
ظتا ه للزاوية التي قیاسها ه فاوجد بقية القیم ۰ فیما يلي . 


(۱۱) حاف = حتاف . (۱۸) حتاف = ۳ ,ظتاف <. 
(۱۷) حتاف ع لكل حا مار (۱0) ظتاه =۷ ۳ . اهر 
(۱۳) ظاه < -۱ حاه را . ((۱) حاه ی 
بسط مايلي 
ظتا نا کٹا 1 5 
)۷( سح )۸( E‏ (۱۹) حا ه + حتا ه . ظتا ه 
برهن على صحة مايلي : 


(۲۰) حاآب ( ۱ + ظتا "ب ) + حتاآب ( ۱+ طا'ب ) = ۲ 
(۲۱) (حاب حتا + حتاپ خاک +( کاپ حقا خ ع حاب کاک ۱ 
۲۲۷ (۱ + حا ) ( ۱ + حتا ۲ ) <(۱+حا؟ +حتا ؟)۲ 
(۲۳) إذا كانت سہ =[ - ۱۰۱ ) وعرفنا علیها العملية + كما يأتي : 
س + ص = س ۱۷ - ص٢‏ + ص ۱۷ - س۲ لكل س ٠‏ ص ک3 سيم 
فاثبت أن ٭ عملية ثنائية على سي . 
٤-٣‏ تبسیط بعض قیم الدوال الداثرية 


بالرجوع إلى النتيجة ا ۱-۳/د) والنتيجة (۲-۲/ب) 7 نعلم أنه : 


لاي زاوية موجهة قياسها ع فان : 
حتا ( ع +۲ مط ) = حتاع 

حا (ع+۲مط) <حاع م 3 ص (sy)‏ 
وإذا كانت ع عب تك + م ط فان : ظا(ع + م ط) = ظاع 


سنبحث في هذه الفقرة عن قواعد آخری لتبسيط قیم الدوال المثلثية : 


البرهان 

في الشکل ( ۲ - ۲۸ ) الدائرة ( د ) هي داثرة 
الوحدة ن (حتاع » حاع ) -ن (س ص) 
نرسم الوتر [ن نَ ] -1- الحور ص فیکون : 
ن( - س ۰ص ) 

= (-حتاع » حاع ) (لاذا ؟) )۱) 
واضح أن ق ( <۴ م ) =ط - ع 

فتکون ن (حتا (ط -ع ٠)‏ حا(ط-ع)) () 
من (۱) ۰ (۲) ينتج أن : 

(حتا (ط - ع ) .حا(ط - ع )) = (-حتاع, حاع ) 


أى أن : 


حا رع عا ڪل 
ارس م عع 

ویفرض ع ع سید +م ط م 0 ۹ 
كا رضحي ) دقام 


على دائرة الوحدة ( د ) في الشکل (۲ - ۲۹) 
ن (حتاع » حاع ) = ن ( س ۰ ص ) 
ولدينا ن ن 6 ( د) =[ن٬ءن)‏ 

ومن الواضح أن : 

ن (حتا (ط + ع) حا (ط +ع)) )١(‏ 


وأن :ن( -س ۰ -ص) (لاذا ؟) 


أي أن : ن ( - حتاع ؛ - حاع ) 0( 

من (۱) ۰ (۲) ينتج أن : شکل (۲۱-۲) 
(حتا (ط + ع ) .حا(ط +ع)) < (-حتاع ۰ - حاع ) 

أي أن : 


حتا (ط + ع) = - حتاع 


حا (ط + ع) < - كام (۲-۲) 


وبفرض ع مہ وط م3 مہ 
ظا (ط + ع ) = ظاع (لاذا ؟) 


اعد رسے الشکل ( ۳ - ۲٩‏ ) ٹم ارسم عليه محور الظل واستعن به لتتحقق 
أن ظا ( ع + ط ) = ظاع 


البرهان 
لو استعنت بالشکل ( ۳ - ۲۰ ) حیث (د) دائرة الوحدة » 
[ ن ن ] -ل الحور سبح لوجدت أن (س ۰ ص) 


ن (حتاع , حاع ) < ن ( س ۰ ص ) اس 4 
وأن ن ( سء -ص) ($l)‏ تچ 
وبالتالي فان مس ۰-حاع ) ل لوطه 


وحیث إن ق ( <م م نگ )--ع (ill)‏ 


شکل(۲۰-۳) 
فان : ن ( حتا (-ع) ۰ حا( -ع)) 0( 
من (۱) ۰ (۲) ینتج الطلوب ومنه نجل : 

ام 

2(۷ مكحام 

ویفرض ع 7 + بط وم 3 صہ وو 


ظا ( -ع ) = - ظاع ( لاذا؟ ) 


أعد رسم الشکل ٣(‏ -۲۰) ثم ارسم عليه محور الظل واستعن به لتتحقق أن : 
ظا (ع) = - ظاع 


نظریة(۳ -۵) 
لاي زاوية موجهة قیاسها ع فان : 
(حتا (-ع) , حا (-ع)) -(حاع حتاع ) 


بے نو لسوت 

داثرة الوحدة لوجدت أن 

ن ( حتاع ,حاع ) = ن (س ۰ص ) 

ن (حتا (--ع). حا( -ع)) () 
ومن تطابق المثلثين م ب ن ۰ م بن ( لماذا ؟) 
نجد : ن (ص, س ) أي أن ن (حاع ؛ حتاع ) (۲) 


من (۱) ۰ (۲) ينتج الطلوب . ومنه نجد شکل (۳ -۲۱) 
حتا ( 22 -ع ) = حاع 
حا( -ع ) = حتاع 
([ ۱۶-۲ ) 


وبفرض ع حت م ط ام 3 مہ 
نظرية )٦-٣(‏ 
لأي زاوية موجهة قياسها ع فإن : 


(حتا ( 2۶ +ع) E‏ ل EE‏ 


حتا ( +ع )= - جاع 


حا ( نك + ع ) = حتاع 

ويفرض ع ےم ط : م 23 ص : | (5 )١٠6-‏ 
ط ٦ے‏ 

طا( چ +ع )--ظتاع 


سو ی 
(۱) علل اشتراطنا أن ع ع# مط .م 3 صہ في كل من القاعدتين (۳ - ۱۶) ۳(۰ -۱۰) 
(۲) برهن على صحة النظرية ( ۲ - ١‏ ) . ( إرشاد : أثبت تطابق المثلثينم ب ن ؛ ن حام ) 


بسّط قيم الدوال الدائرية التالية : 


(1) حتا ( + ع) .حا( +ع) . ظاركط +ع) 

(ب) حتا ( ۳ط-ع) .حا( -ع) . ظا(لط-ع) 

ae 

(۱) حتا( + ع) = حتا ( چ + (ط + ع)) 
= -حا(ط +ع) القاعدة Ce)‏ 
= - (-حاع ) القاعدة ۲۲ ) 
> جاع 


وبطريقة مشابهة نجد أن حا ( ۳ + ع ) - - حتاع 


وبالتالي فان ظا ( لط + ع ) --ظتاع (لاذا؟) 


(ب) حتا  (‏ - ع )= حتا ( ۴ +(ط-ع)). 
-- حا(ط -ع) (لاذا ؟) 
جس 

حا ( لد - ع ) = - حتاع 

ظا( -ع)۔ وچ 


ملحوظة (1-۳) 


في براهین القواعد من (۳ - ۱۰) إلى (۳ - ۱۰) اعتبرنا (۰ < ع  <‏ ) تسهيلاً على الطالب 
وان هذه القواعد تبقی صحيحة مهما كانت قيمة ع ؛ وبالتالي فان هذه القواعد هي متطابقات . 


(۱) حاول أن تتذكر القیم الخاصة للدوال المشثية التي تعلمتها في مقرر الصف الأول الثانوي » 


ثم أضف إليها ماتعلمته في البند ( ۳ - ۲ ) ثم أكمل الجدول التالي : 


5 ١ ت5‎ ِ 3 


اہ در ۳۰۰۰۲۲۲ 


(۲) أكتب قيمة كل من قا ه › قتا ه ء ظتا ه , إذا كانت : 
ط 
(۱) مج لب دج مان 


(د) مر - ۳ط (ه) ه =ط (و) ه<۲ ط 


: آثبت صحة مايلي‎ )٢( 
قتا ۲۰ = و‎ ٤٥ حا۲۰ + ظا‎ ٩۰ حا‎ )۱( 
- قا ظ ظتا لد تا ط ہا ط‎ 
٣ = حتا م حا‎ ٤+ (ب) قا خ- ظتا د‎ 
"۳۲۰ احسب :حاع » حتاع .ظاع ,إذا كان : (۱) ع < ۲۲۵" ۰ (ب) ع=-‎ 
oem 


(8) حا ( ۲۲۰ )= حا( ۲۱۸۰ +۵ ) ۔۔حائ:ٴ (لادا ؟ ) 
۷ 
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حتا ( ۲۲۵" ) = حتا (:14+ه:') 
اخ صيمق و“ سے گے کے 
ظا  )۲۲۲(‏ ظا ( .۵+۹۸ ) = ظاه:" =۱ 
(ب) حا (-۲۳۲۰) <حا(-۳۲۰ +۲۹۰ ) من القاعدة ( ۲ - ۱۰) 
كينا اوک مد عنام 
۲ 
حتا (-۲۲۲۰) = حتا (-۲۲۲۰ +۲۳۱۰ ) = حتا .۲" = ا 
وبطريقة مشابهة أو بتطبییق التطابقة ظاه - م 
هھ 


E ۰ EE. 
ستجد أن ظا ( - ۱۲۲۰ ) = رپس = 2ك‎ 


( لاحظ أن الزاويتين الوجهتین اللتین قیاساهما 

-۲۲۳۲۰ ۳۰۰" لهما الضلع الابتدائي نفسه [م ۶ والضلع 

النهائي نفسه [ م ن كما في الشکل ( ۲ - 535 ) ) . 

إذا كانت ١‏ + ۲ حتاه = ۰ ۰ . ١‏ ه <۳۱۰" فأوجد قیم ه 
0 

۱ حتاه =. حم حتا ه ‏ - + 

کے حتاه< -حتا ٩.‏ 


ومنه : حتا ه = حتا (۰-۹۸۰) من القاعدة (۱۱-۲) 


أو : حتاه = حتا (۰+۸۰) من القاعدة -٢(‏ ۱۲) 
سے ھ۔ 3 (۲:۰۱۲۰) انظر الشکل (۲-۳) سيم 
فتکون مجموعة الصل : ( ۲۰ ۲۶۰۰] 


(۱) أكمل الجدول التالي : شکل (۳۰-۳) 


(ح) ۲ حاه +۲۷ = . ( د) اف ۳۰۸ = > 
(ھ) حتااھ ۲ حتاف + = . 
۵-۳ التمثيل البیانی لدالتي ا جیب وجيب التمام : 


تسمی الدالة د العرفة یی 0 0 إذا كان م 


أصغر عدد حقيقي موجب بحیث : د ( س + 7) = د (س) لکل س 3 سم 


فلو رجعنا إل القاعدة ( ۲ - ۱۰ ) لوجدنا آن : 
حتا ( س + اط ) = حتاس 
حا (س + ۲ط ) = حاس والدالتان حتا حا دوریتان ودور کل منهما يساوي ۲ ط 
بینما الدالة ظا دورها ط لان : 
ظا (س+ط) ظا س القاعدة ( ۱۲-۲ ) 
مال ( ۳ 6۱۵ : 
ارسم المنحنى الذي يمثل الدالة ص = حاس حيث ٠‏ وسو 


وقد مظنا هذه النقط في الشکل ( ۲ - ۳۰) 


شکل (۲۰-۲) 
ولعلك تلاحظ أن قيمة حاس هي الاحداثي الصادي للنقطة ن على دائرة الوحدة » وأن قیمتها 
تتزاید تدریجیاً من ( صفر ) عندما س = صفراً ( أي عندما تنطبق ن على ۱) إل أن تصبح 
قیمتها مساوية ۱ عندما س  <‏ ( أي عندما تنطبق ن على ح ) وبهذه الطريقة تستطیع 
إکمال رسم النحنی خلال الفترة . را س را وذلك برسم کل نقطة عليه على ارتفاع النقطة 
الناظرة لها على دائرة الوحدة . 
ارسم النحنی الذي یمثل الدالة : ص = حاس 
راہ 
لو اتبعت أسلوب المثال ( ۲ - ٠١‏ ) لحصلت على الشکل ( ۲ - 51 ) 


> ساوح 


ولعلك تلاحظ أن المنحني یکرر نفسه والجزء الرسوم باللون الاحمر يمثل کون س 3 [۰ ۲۰ط ] 
وهي فترة تمثل دوراً واحداً ء وتحصل التفیرات نفسها في الفترات [ -۲ط ۰ ۰] ء [اط » ٤ط‏ ] ۰۰ . 
وكذلك [- ط ٠ط‏ ] [٠‏ ط ۰ ۳ط ] . 

من جهة آخری فإنك تلاحظ أن النحني محصور بين الستقیمین ص ۱ ۰ ص - ١‏ 
وهذا یتفق مع ما سبق أن رأيت من قبل أن :. -۱( حا س< ۱ 


ارسم منحني الدالة ص = حتا س ۰ س وح 


سال 
بالرجوع إلى دائرة الوحدة أو بالاعتماد على قيم س نتوصل إلى التمثيل البياني الطلوب كما في 
الشکل ( ۳ - ۳۷) . 


شکل(۲۷-۳) 


)۷ -٣( ملحوظة‎ 


سبق أن علمنا أن حتا س = حا ( س + ) ٠‏ لذلك یمکننا رسم منحني الجيب آولاً ثم سحبه 
في الاتجاه السالب مسافة = # نحصل على منحني جیب التمام 


تمارین ( ۳ ۲) 


احسب كلاً من حاع » حتاع » ظاع » ظتاع في الحالات التالية : 


(۱) ع - ۳۲۰ (0) ع گل رادیان ۰ (۳) ع= ۲۱۰ 
)٤(‏ ع = ۷۰۵ )0( 3 ۲۰ 0( =p‏ 
O |‏ 

ميقا" لاني کاو ال ا حاف 

)۷( ج ) EET,‏ که جح بت SE‏ تا 


حتا (-ه)حا (۹۰ٴ+ھ) ظتا(-۹۰ٴ'-ھ) 


E) r‏ وا تسوت اس اس 


حتا (ط - ه) طا(ط + ه) حتاه 


أوجد قيم الدوال الثلثية الاخری للزاوية التي قیاسها ه في كل من الحالات التالية : 


. 2 

)٩(‏ حا فعسم وا وا اه ده لاه ا 
(۱) حتاھ=- ل » ٩۰‏ رم ره 
(۱۱) ظا ع ۱۸۰-۰ ده ر ۹ 


(۱۷) ظتاه =- ۳۷ , اف و کر و 
(۱۳) ارسم بالطريقة التبعة في الثال ( ۳ - ٠١‏ ) النحني البياني للدالة : 
ض- حتاس ٠٢‏ اا س ا طم 
)١١(‏ ارسم المنحني البياني للدالة : 
ص - حا س کی یا د [ -ط.ط ] 
)٠١(‏ ارسم النحني البياني للدالة : 


ص - حتاس > س و [-ط بط ] 


1-۳ الدوال الثلفية للزاوية وتطبیقات حساب الثلثات : 


(۱) الدوال المثلثية للزاوية : 
رأيت في مقرر الصف الأول الثانوي أن قیم الدوال المثلثية لزاوية حادة في مثلث قائم الزاوية 
قیاسها ه تحدد على النحو الاتي : 


_ _ القابل 7 الوتر 

جو ال“ سڪ قتاهد تال الوتر 
۹ القابل 

س, _ الجاور _ الوتر 9 
جس وروت نے سح 5 

_ _ القابل _ الچاور الجاور 
ظاه د رد سے ظتاه 0 عنم 
انظر الشکل ( ٣‏ - ۳۸ ) 


۶ب ح مثلث قائم الزاوية في ب فيه |( > | = ۲۰ سم .|ب ح| = ۱۲ سم 


أوجد قیم الدوال المثلثية لكل من زاويتيه الحادتين . 3 
030 لحل لاحظ أن :( 7 ب[)" = (1ح!)"- (إب ح|)' (فیثاغورس) ۰ سم 
۲)۱١( -۲)۲۰( =‏ < ۲۵۱ 6 
5 ۲ 
٣ب‏ | = شكل ( ۳ - ۳۹ 
با ۳ / شکل(۲۹-۲) 
إذن : حا“ 3 0اا حتام = ل = هر. ظا = کا = ه۷ر. 
قتا( = سح مد . قاا = نگ = و ٥ر١‏ , ظتام = لد ع۲۲2را 
ھا ۷ Pa‏ ر ٦‏ ار 
وحیث إن : ح = ۴-٩۰‏ يكون :> 
کاک رس چک کاک کا ظا سپ 


قتاح = هارا ٠»‏ قاح بح ۱۷را > ظتاحیح ۷۰ر. 


ملحوظة ہو 


(۱) لعلك تلاحظ أن الدوال الشلثية هي الدوال الدائرية التي سبق تعریفها مطبقة على قیاسات 


زوایا مث . 
أي أن : قيمة أي دالة مثلثية لزاوية قیاسها ه تساوي قيمة الدالة الدائرية التي قیاسها ه 
(۷)قوخیاً للاختضان کتیتا ھا ا بر وکا ک کا کا 
۳ یی N‏ ہ ہ 
بدلاً من : حا؟ ۰ حتاا ات کک وا کین 


نتیجة (۲-) 
في المثلث بج القائم في:ب إذا فرضنا اپ ح| =۴ احم |= بء |٥ب‏ | -ح فان : 
(«) دجام سے م دبي ها( (۲-) 


(اي أن : طول الضلع القائم = طول الوتر × جيب الزاوية م 


القابلة لذلك الضلم القائم ) . ۲ 5 
() سحتام کک >> = بحت !۳ -۱۷) 
( أي أن : طول الضلع القائم = طول الوتر × جيب تمام 23 ۳ 5 


الزاوية الجاورة لذلك الضلع القائم ) انظر الشكل (؟  )14.-‏ شکل(4۰-۲) 
(۱) ۲ ب ح مثلث قائم الزاوية في ب فيه |( ح |= ۲۰ سم »| ب حا = ۱۲ سم . 


أوجد قيم الدوال المثلثية للزاوية ۶ . ثم استنتج من ذلك قيم الدوال المثلثية للزاوية ج . 


(1) المثلث ۱ ب ح قائم الزاوية في ب فيه حاح = ك 9۰ھ |< هر۸ سم , 
أوجد طول كل من : [۶ ب ] » [به] . 


(۲) ۱ بح قیاسات زوایا مثلث أي أن : م + ب + ح <ط 

آثبت أن : حا(۶ + ب ) = حاح ؛ حتا (0+ ب ) = - حتاح » طا (( + ب) = - طاح 

ماذا يساوي كل من حا ----5 , حتا = , طا ےہ بدلالة کی 
(۴) تطبيقات حساب ال مثلثات : 
توصلنا في مقرر الصف الأول الثانوي إلى قيم الدوال المثلثية من أجل بعض القياسات الخاصة 
لواو هل رو ۳ موی شب 
كما رأينا أنه إذا لم تكن للزاوية إحدى هذه القیاسات الشهيرة وکنا بحاجة إلى ایجاد قیم 
الجیب أو جیب التمام أو الظل لزاوية قیاسها ه , حیث . ١‏ ه < ۹۰ فإنه بامکاننا استخدام 
جداول خاصة تدعی الجداول المثلثية » وهي على آنواع : منها ماهو مقرب إلى ثلاثة أرقام 
عشرية » ومنها ماهو مقرب إلى آربعة آرقام عشرية أو خمسة آرقام عشرية .... وقد ترکنا 
للمعلم مهمة شرحها , كما ألحقنا في نهاية ذلك القرر تلك الجداول مقربة إلى 
أربعة آرقام عشرية . 

وکما رأيت في البند ( ۲ - ١‏ ) » فقد کان لعلمائنا نحن السلمین الأثر الکبیر في التوصل 
إلى القیم التي تتضمنها هذه الجدوال ٠‏ تلك القیم التي أصبح من الیسیر الحصول علیها من 
الآلة الحاسبة الألكترونية , مما يجعلك تستطيع الاستغناء عن الجداول المثلثية » إن كانت بين 
يديك آلة حاسبة تحتوي على قيم الدوال الثلثية . 

وغني عن البيان أنه إذا لم تكن الزاوية واقعة بين الصفر و ٩۹۰‏ فإن باستطاعتنا الاستفادة 
من إحدى القواعد التي مرت معنا لتبسيط قيم الدوال الدائرية في البند ( ۲ - ۶ ) ۰ ومن ثم 
نستفيد من الجداول المتلثية . 
فلو طلب متا , مثلاً ء إيجاد ( حا ۲۵۳" ) ء فإننا نکتب : 

حا ۲۵۳ = حا( ۲۱۸۰+ (VT‏ 
= دحا ۷۴۳ القاعدة ( ۳ - ۱۲ ) 


ے - ٦٦۹ر‏ من الجداول 


ا اہ 2 5 
ولو أردت الاستعانة بالآلة الحاسبة فسوف تحصل مباشرة على : 0,9563048 - = 253 510 


وبالتقريب إلى أربعة أرقام عشرية تجد : حا ۲۵۳" = - ٦٦۹ر‏ 


سلم طوله ه أمتار يرتكز على جدار رأسي بحيث يميل على أرض 
أفقية بزاوية قياسها ۳ .5 أوجد بعد كل من نقطتي ارتكاز 
السلم على الجدار والارض عن خط تلاقیهما . 
4 
n‏ ” شکل(۱-۲) 
في الشکل (۲ - ۶۱) P[ ٠‏ ب ] يمثل السلم ٠‏ [ح ب يمثل الارض الافقية » [ح ۲ يمثل 
الجدار لاس ق ( یگ [) < ۹۰ 


وہ کے کے کے کہہے ہہک هد مد 


في لل أب حہ نجد : 
| حب |= ١‏ ب |حتا 57 ۰" وپاستخدام الآلة الحاسبة ثم التقریب إلى رقمین عشريين نجد : 
|> ب إن ٥‏ ۳۲۶۷۲۰۵۷ تر. = ۱۷۲۱۵۲۵ر۲ FV‏ م (Il)‏ 
اح ۲ <|اب | حا كا .ه* ( ناذا ؟ ) 
سم × ۷۷۲۷۳۳۱ر. = ۸۱۳۹۱۷۹ ر٣2‏ ٦۸ر٣م‏ 
مات : 
إذا کان طول ظل نخلة رأسية على أرض أفقية يساوي رهام عندما كانت زاوية ارتفاع 
الشمس .1 ۲۵" ء فما ارتفاع النخلة ؟ 
Em‏ م 
في الشکل ( ۲ - ٤١‏ ) ۰ |۴ ب | يمثل ارتفاع النخلة » 


اب ح| = ره ٣م‏ ( طول ظل النخلة على الارض ) . .مد ان 
71و 0 : 
في الت اب ظا بح 7 وی ( ناذا ؟) کر 


> |۲ ب|۔ | ب ح | . ظاح وباستعمال الآلة الحاسبة والتقریب إلى رقمين عشریین نجد : 
1 ب| دكره؟ × ظا ٗ٤٤‏ ۲۵" تاره ۶۸۰۵۵۱۲۷ 
۱۷۱۰۷٦٢۲ -‏ م 


ع ۱۷۱۱م 
تمارین (۳ -4) 


(۱) المثلث م ب ح قائم الزاوية في ب.. فيه الزاوية 7 قياسها ۳۹۰ , نرسم [ ب د] ارتفاعاً 
نازلاً على الوتر .“فإذا كان |ب |٠‏ =۸ سم . فاحسب أطوال أضلاع المثلث م ب ح 
وطول الارتفاع [ب د] . 

(۲) ۲ ب ح مثلث قائم الزاوية في ب فيه || ب |= ه سم ؛ |ب ح | = ۱۲ سم 
آوجد قيمة كل من :۰ (۲)حا .تا ۱.ظاا + (ب) حاح‌حتااحد :ظا که 

(۲) إذا كانت ۱۸۰" < س < ۲۷۰ وکان ظا س = -ل 
فاوط د خاس .اکا ظتالس نا۴ 

(!) (۱) استخدم الآلة الحاسبة ( أو الجداول المثلثية ) لحساب : 

حتا 1۷ ۳۶ حتا ۲۵۹۳ بنا 1۷ ۳۶" حا ۲۰۹۱۳ 
(ب) احسب حتا ( 1۷ ۳۶" + ۱۳ ۲۵ ) بدون استخدام الجداول 
(ح) قارن بين النتيجتين في (۲) ۰( ب ) . 
)٥(‏ ۶ باح مثلث قائم الزاوية في ب فيه حاح = ج ٠| ٠‏ ب | = ۲۰ سم . 
آوجد : (۲ ) طول کل من [ب ح ] ۰[ ۲ د ] 
(ب) قا ٠ء‏ قتا » ظتا ٢‏ . 

"۳۰۹۵ منذنة طول ظلها على أرض أفقية ۲۰م عندما كانت زاوية ارتفاع الشمس‎ )٦( 

أوجد ارتفاع المئذنة . 


(۷) سلم يرتكز على جدار رأسي وأرض أفقية » فإذا كان طوله ۱۲ قدماً ویبعد طرفه الرتکز 
على الارض عن خط تلاقي الارض والجدار مسافة ٣ر۷‏ قدم ۰ فاوجد كلاً من الزاویتین 
اللتين یصنعهما السلم مع الارض والجدار , ثم أوجد بعد نقطة استناده على الجدار عن خط 
تلاقي الجدار والارض . 

۳- ۷ الدوال الدائرية حموع زاویتین أو الفرق بینهما : 


نظرية (۷-۲) 


لکل زاویتین قیاساهما ح » د فان : 


حتا ( ح + د ) = حتا حدحتاد-حاح حاد 


البرهمان 


شکل(1۳-۳) 


في الشکل (۲ -4۳) الدائرة (د) دائرة الوحدة والزوایا التي قياساتها حہ - دہ ( ح + د ) کل 
منها في وضع قياسي حيث : ق (() = ح + د کے ن (حتا (ح +د) ,حا (ھ + د) ) 
ق ((۲ج) دح سے م(حتاح حاح) ق ( <۴ مگ )= -د 
سے ب(حتا(۔د) ,حا(-د) )= ب(حتاد .-حاد ) (لاذا؟) 
الوتران [۲ن] ۰ [به] متطابقان )ا( 
س |ان | = |ب‌ه" . میتطبیق قانون السافة بين نقطتين : 
ح> (حتا (ح + د) -۲)۱ + ( حا (ح + د) -۲)۰ > (حتاح - حتاد )۲ + (حاح + حاد)؟ 
کے حتا" (ح + د) - احتا (ح + د) +۱ + حا"( ح +د) 
0-78 کاک ار 

کک حتا؟ ( ح + د ) + حا'(ح + د ) + ۲-۱ حتا (ح + د) = 

حتا پات دعب کہا د نا کاک کان ۲٢‏ خاک خای 
> ۱ - ۲ حتا ( ح + د ) = ۱+ ۲-۱ حتاح حتاد +۲ حاح حاد 
ے حتا ( ح +د ) = حتاح حتاد = حاح حاد (۱۸-۲) 


آوجد بدون استخدام الجداول أو الآلة الحاسبة حتا ۱۰۵" 


حتا ( ۱۰۵ ) حتا ( 0+۰ ) 
خلا ۱۰ کاو -حا .1 ا 


لاك (۱- ؟؟) 


البرهان 
إن القانون (۳ - ۱۸) متطابقة محققة لكل زاويتين , ولهذا نستطیم أن نضع (- د) 
مکان ( د ) فیصبح : 
حتا ( ح + (-د)) = حتا ح حتا (- د) - حاح حا (- د) 


حك حتا ( ح - د ) = حتا ح حتا د + حاح حاد (لاذا ؟) 


آوجد حتا »۱ بدون استخدام الجداول أو الآلة الحاسبة . 
کہ رہ 
حتا )٥١(‏ = حتا ( ٤٥ - ٦.‏ ) 


کنگتا ۹۰ھ خاو عدجا “جا 3ا“ 
A‏ + الك هه د + ۴) 


۲ ۲ NT 


)٩-۲( نظرية‎ 


لكل زاويتين قیاساهما ح , د فان : 


حا ( ح + د ) = حا ح حتا د + حتا ح حاد 


البرهان 

حا (ح + د )- حتا( © - (ح+د)) )تاذ ؟) 
= تا ((-ح) -د) (ماذا ») 
= حتا ( ل - ح ) حتا د + حا ( 2 - ح ) حاد ‏ (لاذا؟) 

کک حا( د + د ) دحا جه حتا د +حتاح حاد ںہ 


نظریة ( ۲ -۱۰) 
لکل زاویتین قیاساهما ح ء د فان 
حا(ح د ها ح حتاد جاک حاد 
( البرهان متروك للطالب ) 


نتیجة (۵-۳۲) 


من التطابقتین ( ۲ - ۲۰) » ( ۱۸۲ ) نجد 
5 حارج + د _ حاح حتاد + حتاح حاد 


(EET 


(FET) 


( البرهان متروك للطالب ) . 


آوجد قيمة القدار . 
ظا ۷۰ - ظا ۱۵" 


۱ ظا ۷۰ طا ه١1"‏ 
ظا ۷٥‏ - ظا ۱۵" 


بدون استخدام الجداول ولا الآلة الحاسبة 


جب = ظا ( ۱٥-۷‏ ) التطابقة ( ۲ - ۲۳ ) 
١‏ + ظا ۷۰" طا ۱۰ 
lm‏ ع lk‏ 
- ۴۷ 
ا 9 ۹ 5 ۸ ا ۶ 
إذا كانت ظاه 7 چ- ۰ ۱۸۰ « ه ۲۷۰ , ای وت ۰ ۰ ی <۱۸۰ 


فاوجد قيمة كل من حا( هھ + ی ) .حتا (ه -ی) .ظا(ه + ی) 


تعلم أن : حا (ه + ی ) = حا ه حتای + حتا ه حا ی (۱) (لاذا ؟) 


فلتحسب إذن كلاً من خااف ٠‏ ختا هه حناای 
من التطابقة : اب طا اه = ساب (۸-۲) 
2 
۲,۰ ۱ 
نجد ES‏ 5 
سے حتا ه = - ك (لماذا اخترنا الحل السالب؟ ) 
یار ہے خاه_ ر 58 ا اف ا لے نے کے 
ویما أن ظاه = EN‏ فان حاه = ظاه × حتاه = ھت و 
ومن التطابقة : خی +ختاائ ۱ (۳- 
جع اه اش مو حقا و ےا 
ع وی < 


سے حتای - - قل ( ناذا اخترنا الحل السالب؟) 
نعوض في )١(‏ فنجد : حا (ه +ى ) -  -(‏ ) × (- )+( )> 
_ ۲۱ 
= 


كذلك : حتا ( ه -ی ) = حتا هھ حتا ی + حا ه حای ( التطابقة 5 - ۱ ) 


== جع در <( 


ۓ شلات 
۳۳۱ 
ظاه + ظا لے 
طا (ه +ی) عم 0 ( التطابقة ۲۲-۳ ) 
حیغ ظااف 2 © 
9 ۷ ۸ 
ے خائرے کے ہے ا 
تا ما 1 
0 0 ۸ 
فك وو اذكه 
۱۲ ) ۱ ۱ 
إذن طا (ھ + ی) ے ١ع‏ لک 


(۱) أوجد قيمة كل مماياتي دون استخدام الجداول أو الآلة الحاسبة . 
حا ۱۰۵" جا ۱۵" -حتا ۱۰6" حتا :ها" حا ه۱۳" حتا ۱۵" -حتا ۱۳۵" حاف 


۱ طا ۱۳۶ طا٤١‏ 
طا Elk - ٩۳۶‏ 
(۲) مانوع المشلث الذي تحقق قیاسات زوایاه العلاقة : 
حام حتاب < حتاا حاب 
(۲) آثبت آن : حا ( حد+د) . حا(ح-د) سای -حااد 


۱- أثبت أن : حتا ( ح + د ) .حتا (ح -د ) = حتاح +حتااد‎ )٤( 


تمارین (۳ - ۵) 
(۱) آوجد بدون استخدام الجداول والآلة الحاسبة مايلي : 


(۱) حا (ب) ظاه.۱" (ح) حا ه۲۸" 
(د ) حا .4 حتا ۲۰ +حتا ۰" حا .۲" (ه) حتا ۷ حتا ۱۵" +حاه۷" حاه١”‏ 


لہ E‏ تج (ز) ١‏ - طا۰ه_طا_(۱_ 
۱+ طا ٠٥٤‏ ×طا* ۱ کو ا + ظا۰٩‏ 
() إذا کان ظاه = - ط , .4 ده < .18 , حاى = - کے بحيث تقع ى في الربع الثالك ؛ 


فأوجد قيمة کل من : حا ( ه + ی ) حتا (ه-دى) .ظتا (ه +ی). 


(۳) باستعمال متطابقات الجموع آثبت أن : 


(() حا(-ط +ه) -حتاه (ب ) حتا ( لط -ه ) < -حاه 
(ح) ظا(ط + ه) -ظاه (د) حتا (ط - ه) --حتاه 

(4) بفرض خان = ل ؛ س تقع في الربع الثاني ؛ حتا ص = ا ٠‏ ص تقع في الربع الرابع » 
آوجد قيمة كل من 


حا (س + ص) حا (س - ص) ء حتا (س - ص) ؛ حتا (س + ص) . 
(ہ) إذا كان ظاه < ل- , ۰< ه < .۹ حاى = ب حيث ی تقع في الربع الثاني ؛ 
أوجد قيمة کل من : 
ظا(ه +ى) . ظا(ه <ی). 
)٦(‏ استخدم التطابقات التي حصلت علیها في البند ( ۲ - ۷ ) لایجاد ناتج كل مما يلي : 
(م) حا(ه +ی) + حا(ه -<ی) 
(ب) حا(ه +ی) - حا(ه -<ی) 
(ح) حتا (ه +ی) + حتا(ه -<ی) 
(د ) حتا ( ه -ی) - حتا(ه +ی) 


(۷) بفرض ٢ء‏ ب » ح زوایا مثلث أي أن : ( + ب +ح ×ط ۲۰ ےہ بے ٠١‏ حاط ٠‏ 2 
وإذا كان جا د٢‏ حتاح ٠‏ فاثبت أن 558 

(۸) برهن على صحة النظرية ( ؟ - ۱۰ ) )٩(‏ برهن على صحة النتيجة ( ١ - ٣‏ ) 
٠“‏ - 4 الدوال الدائرية لمضاعفات الزوايا : 

سنبحث في هذا البند عن صيغ مثلثية لكل من الدوال : 
٢ح‏ ؛ حتااح › ظااح ؛ ثم نستنتج صيغ کل من الدوال : حا -<2- , حتا - 
حااح , حتااح , ظاآح , ثم نستنتج صيغ كل من الدوال 3 

(۱) حا ٢ح‏ <حا(ح +ح<) 


= حاح حتاح + حتاح حاح من التطابقة ( ۲ - ۲۰ ) 


ص (۲-) 
(5) حتااحد <حتا (حج+ح) 
= حتاح حتاح - حاح حاحہ من التطابقة ( ۳ ۱۸) 
ج (ee‏ 
نتیجة (۷-۲) 


ہما أن : ختا"ح + حا"ح ك۷ ۰ فمن التطابقة ( ۲۵-۲ ) نجد آن : 


حتالاح = ۲ حتا اح - ۱ ۲۱-۳ 
حتالاح = ۲-۱ حاح ۲ - ۲۷ 


ومن التطابقتین ( ٦٢ - ٣‏ )۰( ۳ - ۲۷ ) ينتج أن : 


وان : 


)۲۸-۲( 


(NESTE) 


)۳۰-۳( 


)۲۶-۲( فان بإمكاننا كتابة التطابقات بین‎ × ٢ = إذا لا حظنا أن : ح‎ )٤( 
: إلى( ۳ - ۲۹ ) على الترتیب‎ 


حاح > احا سح حتا چ >> (۲-۲) 


حتاح ‏ حتا هت - م۲ هر ِ (۳۰-۲) 
٢‏ ۴ 5 


ای یک یں (۳۲۰-۲) 
۲ 


(=F) 


(۲۔-۲۱۸) 


)۲۲ - ۳( ۰۲۱ - ۳( ۰0۳۰ - وأخيراً , نترك للطالب أن یستنتج انطلاقاً من التطابقات (؟‎ )٦( 


قيم ظا ح ؛ حا ح › حتا حد بدلالة ظا پر فیحصل علی : 


٢ظا‏ 2 
ظاح = ھی کے )۲۹-٢(‏ 

أل چ 

5 | 
e‏ د الک (۳-.) 


( للحصول على (۲ - ۲۹) انطلق من التطابقة (۳ - ۲۰)» وللحصول على (۳ - 4۰) ۰ (۲ - 4۱) 
ضع مقاماً الطرف الایسر في كل من (۳ - ۳۱)ء (۲ - ۲۷) هو ( حتاا چ + ہا" چ = )١‏ ثم 
اقسم البسط والقام في كل منهما على حتا" چ) , وغني عن البیان أن إيجاد التطابقات الثلاث 
الأخيرة غير ممکن إلا إذا كانت - کت ( س :س = - + مط :م (3مب] يضاف إلى ذلك 


بالنسبة للمتطابقة (۲ - ۲۹) کون ح 2 | س :س - لط + مط.م دمیر) 


إذا كانت حاه = ا , .وه و فاوجد قيمة كل من : 


حاآه ؛ حتا؟ ه ,طا۲ ه , حا هد ٠‏ حتا لقت 


حالاه = ۲حاه حتاه . حیث حتاف = (لماذا؟ ) 
5 کپ سے 2 
چون 6.+ TS‏ 
5 ۲ 
حتااه = حتاف - حاه 
ے لئے رجات ےا 
Tê Yo Yo‏ 
جااه XE‏ 
9 حتا۲ه ۷ 
-١ 5‏ مك 
لاف الات كتاف قد ے شال 
حا rey‏ ۲ ۰ و۲ ae‏ 
لین ہے ی و هش ا 
ہے يك EY)‏ ا ليجو 
E‏ ۱+حتا ‏ اه هو 
لك ۳ 3 ۲ چو 
وكا نفد | 
۴ :7 


ص A‏ اد حا 
بوضع لخت = ۲۲۲۰ سے ح د ه] ا کچ ہر ہے 
إذاً طا ۳۲۲۲۰ حتاف اا 
۱ + حتاه؛ 7 رف 
۱-۷ ۲ ع 
اب۰2 (۳۷۸ 1:۳ ناذا ؟ 
۳7 ) ( (لماذا ؟) 
ادا ظا 2۲۲۲۰ ۱2۲۷ ( علل إهمالنا الجذر السالب ) 
ا التطابقة _ حتااه_ _ ۱ - ظاه 
الت تا ہر پا جو ادا 
0 سے 
الطرف الایمن 2 حتا فعا هه _ (لاذا ؟) 
فا اف ها فا حاف حتاف 
_ (حتاه + حاه) (حتاه - حاه) ( ناذا ؟) 


وبقسمة كل من البسط وا مقام على حتاه . 


آکقب ها ۳ اس . يزلالة بحاس 
حا ٣س‏ = حا( ۲ س + س ) 
حالس كفا من کا س نخان 
۶ خان کان د[ کا سن سان ناذا :4) 
کا اس ارجا )تب( ۲-۱ هاس )کاس 
ان ( ۷ هاش يها ین 
خاش (۳ 4 ها سس :×٠‏ 
(۱) في الثال (۲ - ۲۷) ابحث عن الشروط التي تجعل كلاً من طرفي التطابقة معرفاً 
0+117( 
(۲) اعتمد الاسلوب التبع في حل المثال ٢(‏ - ۲۸) لإيجاد قانون حتا ۲ س بدلالة حتا س . 
(۲) اعتمد الاسلوب نفسه لایجاد طا ٣‏ س بدلالة طاس » أوضح أن القانون الناتج لايستخدم 


إلا ضمن شرطین يردان الى الشرط : س عل ل + ك کے , ك 3 مہ 


تمارین (۳ -1) 


(۱) إذا كانت طاه = -5- ۰ هه ۲۷۰۱" فاوجد قيمة کل من : 


خا ف ديدم لاله ر ظا اق : کا مت + ختا و 6 


)١(‏ اذا كانت حتاه = ۲۷ » حیث ۹۰ <ه < ۰۱۸۰ آفقاؤجد قيمة کل من ؛ 
حاف , جا ا حتا ۲ ه مكلا ۲ ه. 


)٢(‏ في التمرین (۲) أوجد قيمة كل من : حاخد حتا ج .ظا مد 


(4) برهن آن : ۔جاکفہ _ حتااهد ۲ (هعدل. -- .ك ص) 


(ہ) برهن أن : ظتا ه - ظا ه = ۲ ظتا ۲ ه ه4 ل . --- , ل 3 صیم) 


: بدون استخدام الجداول أو الالة الحاسبة أوجد قیم كل مما يلي‎ )٦( 


(۴) ۲ حاه۷ VS‏ (ب) ۲-۱ ہے E)‏ تا تو ہیں 
۲ ط ط 

۱-ظا۲ طن اظا نط ۲ 

(د) سيف (م) نس سے اتب (و)حتا" ۷۰" - حا" ۷۰ 
۱+ ظا سط ہے ولا عط 


في التمارین من (۷) إلى (۱۰) أثبت صحة التطابقات ( دون مناقشة شروط التطبيق ) 
(۷) (حتاح * حاح) < ١‏ حا٢حہ‏ 


(۸) حتااه - حاه کا 


: ۱ كارت + ح 
[۹). نظااب ظا لبج 
EE‏ پا ۲ظا 

E O) 


(۱۱) برهن أن حا ۸ھ = ۸حاه حتاه حتا اھ حتا اه 


٤ 
۱ + برهن آن ا ه < ۸حتاه -۸حتاه‎ 9 


: قوانین التحویل‎ ٩-۳ 

نحتاج أحياناً إلى تحویل مجموع نسبتین مثتین ( أو الفرق بینهما ) إلى حاصل ضرب 
نسبتین متلثتين وبالعکس ٠‏ وسوف نستنتج في هذا البند مجموعة قوانین ( أي متطابقات ) 
تساعدنا على ذلك التحویل . 


نعلم أن : حا(ح +د) < حاح حتاد +حتاج حاد ( ۲۰-۲ ) 


خاک دن ') 2 حاح حتاد - حتاح حاد (NNER)‏ 


(۲ -۲۰) ۰ (۲۱-۲ ) یعطیان بالجم : 

حا (ح + د) + حا ( ح - د ) = ۲ حاح حتاد 

كنا سان اوه 

حا (ح + د ) - حا (ح - د ) “۲ حتا حا حاد 

اتبع الأسلوب نفسه لاستنتاج حتا (ح + د) + حتا (ح - د) 

حتا (ح + د) - حتا (ح - د) 

ستحصل بذك على المجموعة الأولى من قوانين التحويل : 
ال د) * ها 5)- ۲ کا ا (( > 0] 
بر سض)) ح حا رك )۱ ۷ کت ME‏ باج ۲ )) 
)تد ار 5)- ارا کا ا 


کک :  )‏ تا( ا ا حات ا ۰ ۶۶ 


ولعلك تلاحظ أن القانون ( ۲ - 40 ) - الاخیر - یکتب أيضاً : 
حتا ( E‏ تا ( حدجی )2 حاج O‏ 8۱2۲ (لادا ۱ ] 


كما تلاحظ أن كل قانون من هذه القوانين الأربعة يساعدك على تحویل حاصل ضرب نسبتین 
مثلثتين إلى مجموع ( أو الفرق بين ) نسبتين مثلثتين ۰ فمثلاً : 


(۲-۲) کے | حاح حتاد > ا [حا (ح +د) +حا(ح-د)] (1۲-۲] 


حتاح حاد = [ حا (حہ+د) -حا(ح-د) ] (4۳-۲) 
حتاح حتاد د + [ حتا (ح + د ) +حتا (ح -د)] (۲- 44 ] 
0 ۲ [ حتا (ح +د) - حتا (ح-د) ] (40-۲) 
او 7 


)40-۲( -د) كن (ح+د)]‎ +١٠7 


احسب قيمة حتا ۷۰" حا ۱۵" 


دسا 
حتا ۷۵" حا ۱۵" = ل [حا (۷۰ +۲۱۵ ) -ها ( 1٥-۷‏ )] من(45-8) 
= (حا ٩۰‏ -حا .1 ) 
سے 3 N)‏ كر ۲ 
۲ ۲ 3 
ا 


قلما نحتاج إلى الجموع ( والفرق بين ) جيبي الزاویتین ح + د » ح - د أو جيبي تمامهما ء 
ولكن الذي نصادفه كثيراً جمع ( أو طرح ) جيبي زاويتين س » ص أو جيبي تمامهما . 
أي آنا كطاجة إلى تعنویل كل جين خاس ا ص جاجایں بخاص کا من ا مب 
حتا س - حتا ص إلى جداء ( أي حاصل ضرب ) . فلو رجعنا إلى أي من القوانين السابقة 
(من (۳ - 4۲) إلى (۳ - 40) وفرضنا : جح + د = س ۰ حا د تدص 


7 
فإن الجمع يعطي ۲ >= س + ص سے ہے داد مد 
والطرح يعطي ٢٢:۰‏ د دس - ص سح ر ے لاجد 


وبالتعویض في القوانین الشار إليها نجد : 
حاس + حاص = ۲ جا سعد ونا مد (۷-۲:) 
جع (۲- 
حا چ (1۸-۲) 


التطابقة الاخيرة تکتب : 


اس ا حا عبر خا حت (۰۱-۲) 


حول إلى جداء : 
(۱) جتا ہ ح + جتا <٣‏ (۲) حا ۹< - حا لاح 
(۱) حتا ه ح + حتا ٣ہ‏ ۲ چا مخ اش ہی کح اھ 
<۲ جتا ات . جتاح 
() کاک ۲2 تا الماك پ) لح اج 
۲ 3 ۲ 
2 ۲ حتاااح حا۲ <. 


ات مخ لد ع .ها هخا« مان 


حتا ۲ ح + حتاح 


ی اتاک عالت 
1 1 ےس ہگ ےج اےے 
لطرف ای ٣‏ ینای حتا کے 


< ظاح 2 الطرف الایسر . 


(لاذا ؟ ) 


( لاذا ؟) 


(لاذا ؟) 


(۱) استنتج من التطابقتین : ( ۳ - 4۲) ۰( ۲ - 45 ) صيغة لا تساویه ظاح . 

(۲) استنتج من الجموعة الأولى لقوانین التحویل صيغة لا تساویه ظاح . ظاد . 

(۲) برهن أن حتا ۷۰" - حتا 2۱۰ - حا .1 . 

)٤(‏ في المثلث ( ب ح أثبت أن : حا ۲۲+ ها ۲ب + حا۲ > ٤=‏ حاا حا ب حاح 
(5) حول إلى مجموع ( أو فرق ) : (۲) ۲حاه س حا اس (ب) حا ۲ س جتا ۷ س 
)٦(‏ حول حا + جتا ب إلى جداء ( للحل : أكتب حتا ب < حا  (‏ -ب)) 


تمارين (۲ - ۷) 


(۱) بدون أستخدام الجداول أو الآلة الحاسبة آوجد قیم كلاً مما يلي : 
(۴) جتا ۱۰" جتا ۷۰ (ب) جتا ٤٥‏ حا ٠٥‏ (ح) جتا ه۱" حاه۷" 
(د)حاهء" حاو" (ه) حا ۱۵" جتا ه٦۱‏ (و)حاه۱۲ جتا ٤٥‏ 
(۲) عبر عما يأتي بصورة حاصل ضرب : 
(۱) جتا ٩‏ ح -جتا ٢ح‏ (ب)حا۹حہ-۔حا٢حہ‏ (ح) جتا لاح + جتا ۳ ح 
(د)حااح+حااح (ه) چتا ٦٥‏ -جتاه۲" (و) حا ۲۲" -حا۱۸ 
(ز) جتا ه؛' +جتاه۱ (ح )حا ٤.‏ +حا.۲" (ط) حتا.ه +حتا .۱ 
(ی) جا ۲٢‏ -حا۲۲ 


آثبت صحة التطابقات الآتية ( دون مناقشة شروط تطبیقها ) : 


جتاه‌ح - جتاح 
ات۶ کے جس اش كا Fk‏ :ا لخد 
0 جا ٣ج‏ + حاحص ۔ ظا۲در 
جتا ٣ح‏ + جتا 
1,0 
او ےمد سی 
0 جتاقى > تاج . - پان 
حااج + حااح 
0 جتادح + جتااح ‏ ای ۷احر 
حجااج + حامج 2 ۲ 


(م) تالک ١‏ = ؟حا ٢ح‏ ظاح 


أثيت مایاتی : 


1۳ 2-٩0 جتا‎ ٤٥ جتا 0 حاهأ + جا‎ )٩( 


(۱۰) جتا ٩۰‏ جتا هلأ + جتا٤٤ٗ‏ حا "ده 
(۱۱) آثبت أن قیاسات زوایا المثلث (ب ح تحقق العلاقة : 
م 
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حا - حا ب + حاح = ٤‏ حا چ حتا چ حا حت 


(۱۷) لتحويل حا ٣س‏ + حا ۹ س + حا ١6‏ س إلى جداء: نكتب : 


القدار < حاه۱ س +حا ۳ س +حا٩س‏ 


خا ی, خا سی با هاش 


حا٩‏ س (۲جتا اش +۱) 


اتبع الاسلوب نفسه لتحویل حتاه‌س + حتا ۸ س + حتا ۱۱س إلى جداء 
۽ حتاه‌س + حتا.۱س + حتاه۱ 
5 3 دا ہر س سس س 
(۱۳) اختصر القدار الآتي إذا کان معرفا : اق کے خاا ای E‏ 


)٠١(‏ مانوع المثلث الذي تحقق قیاسات زوایاه العلاقة حتا ۶ + حتا ب = حاح 


۱۰-۳ العادلات المثلثية : 
إذا کان المتغير في معادلة ما معطی بوساطة دالة ( أو آکثر ) من الدوال المثلثية (حتا , حا ٠‏ 
ظا ء ظتا ۰ . . ) فإن هذه العادلة تدعي معادلة مثلثية , مثل العادلات : ۷ ۲ حتاس = ۱ ۰ 
شا اه + ختا هت + .طااهی اج دج ولحل أي مغادلة مقلقية »لايد انا من التوضل 
إلى قيم الدالة المثلثية التي تحتویها , وفق ماتعلمناه في حل العادلات الجبرية ومن ثم التوصل 
إلى هيم المتغيز التي تشكل مجدوعة الیل... ومن هنا كان علینا أن تتمرف على طریقة حل کل 
من المعادلات الآتية والتي ندعوها ( المعادلات المثلثية الأساسية ) : 
حتا س .<۱ ء حاس - ۲ , ظاس - ۲ 

وی 


آوجد مجموعة الحل للمعادلة حتا س = ۲ (۲ -۵۲) 


لعك تذکر آن -۱ حتاس ( ۱ حسب ۳) 
وبالتالي : 
إذا كانت ۶ > ۱ أو م ١-١‏ فإن العادلة ( (e>‏ 


مستحيلة الحل في ح أي أن مجموعة الحل = (2) 
- وإذا کانت۲ 2[ - ١ ١ ١‏ ] فإنه يوجد على الأقل زاوية قياسها ه بحيث : 

=١‏ حتا ه , وتصبح المعادلة (؟ - 01) : حتا س = حتا ه فیکون القياس الرئيسي للزاوية 
س هو اس ها أو س= -ه 

( انظر الشکل ۳ - 14) 

ویکون القیاس العام للزاوية س 

الذي یمثل مجموعة الحل للمعادلة (۲ - 0۲) 
في اح هی 

[س : سے + ه + آم ط حيث م 3صہ) 


أوجد مجموعة الحل للمعادلة ۲۷ حتا س ١-‏ < . 


(1) الف ھب ظ] (۷) في الفترة [ - -5- ۰ -ج- ] 
(۲) في الفترة [۲۰۰ط ] )٤(‏ فيح . 
کرانتایتھ 


العادلة ۲۷ حتاس >١‏ . سے حتاس = ر < آ گا 
والزاوية الوجبة ه التي تحقق حتا ه - ہے قیاسها الرئيسي 0" آو -- رادیان أي 


أن المعادلة تكتب على الشكل : حتاس = حتا -2- وبالتالي 


(۱) في الفترة [ ۰ ۰ط ] یکون س = -ط- , أي أن مجموعة الحل = [ -ط- ] 
(۲) في الفترة [ - -ط- , -- ] وبالرجوع إلى الشکل ( ۲ - ٥٤‏ ) یوجد حلان 
هما سن =--# ١س‏ = , ومجموعة الصل - [ - لط , سعط ] 
(۳) في الفترة [ . ٠‏ ط ] وبالرجوع إلى الشكل ( ٤٤-۲‏ ) يوجد حلان : 
هما : س = -ط , س = لاط , ومجموعة الحل = [ لط , لاط ) 
)٤(‏ في مجموعة الأعداد الحقيقية ح تكون مجموعة الحل : 


(س :س = ےط + اموطء م و صد] 


ملحوظه )٩-۲(‏ 
لعلك تلاحظ أن الحتين - بط , لاط ینتجان من الصيفة : س = - سط + ۲ م ط 
بتعویض م بالقیمتین : ۱۰۰ على الترتیب . وواضح لديك القیاس الأول للزاوية الوجهة 


السالبة < ب مد والقیاس الثاني للزاوية الوجبة ١‏ ب مح 


حل في ح كلاً من العادلات : 


. = حتا ح = -۱ (۲) حتا حا =۱ (۲) حتا ح‎ )١( 


آوجد مجموعة الحل للمعادلة حاس - ۲ (۰۳-۲) 


تعلم آن -۱(حاس ۱ حسب (5 -۲) 


وبالتالي فإن ۲۰ 3[ - ٠١١‏ ] وإذا تحقق هذا الشرط فإنه يوجد على الاقل زاوية قیاسها 


ه حیث حا ه = ۴ وتصبح المعادلة ( ۲ - ۵۲) 
حاس = حا ه ویکون القیاس الرئيسي للزاوية س 
سیم 
هو: ق (دبم‌ح)< هھ 
ہے 
أو :ق ( <ب مد )= ط - ه 
( كما هو واضح في الشکل ( 5 - 5 ) ) 
ويكون القياس العام للزاوية س الذي يمثل مجموعة 


الحل للمعادلة ( ۰۳-۲ ) في ح هو : 


[س :اس = ھ +۲ مط أو س = ط -ه +۲ مط »م 3 صہ) 


ل 

آوچد مجموعة الحل للمعادلة + حا س = ل على الفترات الآتية . 

(۱) [ -. کے > (ب) ([۰.ط] (ھ)(۲ط] ‏ (د)ع 
ےن 

لعلك تذکر أن : حا( اوح سے أي أن : 

حاس = چے 3 » بالرجوع إلى الشكل ( ۳ - 80 ) نجد 

(۶) في الفترة [ ۰۰ -- ] یکون ٠‏ س = طت ومجموعة الحل رع 

(ب) في الفترة [ ۰۰ ط ] یکون ۰ س - -5- . 2 ومجموعة الصل ( طط ,فط | 


1 1 ٦ 


(ح ) في الفترة [ ٠‏ ٠٠ط‏ ] مجموعة الصل ( در فد 1 
(د) في مجموعة الاعداد الحقيقية ح تکون مجموعة الحل 


8 مد رنه ۳ 5 
س : س ت + مط أو س = 22 + ۲ مط 3( 


حل في ح كلاً من العادلات : 

= حاس ۱ ۰ (۷) حاس --۱ ۰ (1)حاس-. , (4) حاس‎ )١( 

آوجد مجموعة الحل للمعادلة : طاس <۲ (۲- ۰۶) 

ہس ہہ 

بالرجوع إلى التعريف ( ۲ - ١‏ ) تستطيع الانتباه إلى أنه في هذه الحالة : 

س چات + مط ۰ م ‏ مد 

وبالرجوع إلى اللحوظة ( ۰-۳ ) والشکل ( ۲ -11) 

تستطيع أن تدرك أنه يوجد زاوية على الأقل ه حيث ظاه = ( 57 

(۲ 3 ] -مه , مه [ ) وتصبح المعادلة (۳ - 4ه) 

طاس - طاه ويكون القياس الرئيسي للزاوية س هو : 
ےچ 5 سح 

ق(<بمح)-ه أواق(<بم3)-ط+ه 


ويكون القياس العام للزاوية س الذي يمثل مجموعة الحل في ح للمعادلة (؟ - ۶ه) هو : 


)٣٤-٤(لکش‎ 


سن سک وط م م ميو 

س وت 

أوجد مجموعة الحل للمعادلة : ظاس + ۷ ۲ = . على الفترات : 

(۷::1)8ط] + با[ ط]ء 6۵( إ) م زد ع 
89000 


طاس + ۳۷ = . خک طاس = - ۲۷“ - ظا (-ع-) = ظا (- ) ( ناذا ۲) 


(ب) في ات[ ا 
(ح) ف في الفترة [ ۰ ,-- ] مجموعة الحل - 0 
(د ) في ح مجموعة الحل : 


(س :اس - - سل + مط م دص ] 
انا 
(۱) في المثال ( ۲ - ۳۹ ) استنتج حلول الفقرات (۲ ) ۰ ( ب ) ۰ ( ح ) من حل الفقرة (د ) 
(۲) حل فيح كلا من العادلات : 
(۳) ان > (ب) طاس<- ۱‏ (ح) ظاس= . 
سح 


آوجد مجموعة الحل للمعادلة : 
اتا اک ک تا الك 0 + م 2ء 


سال سے 
بتحليل ثلاثي الحدود في الطرف الأيمن نجد : 


-)1- حتاج +۱ ) (حتاج‎ ٢( 


-+- +0 تا کب 
ومنه : حتاح = - 3 أى حتا حہ ا 

- 3 3 وخ کی ٣ط‏ ٤ط‏ 
الحل الاول : حتا ح کت سیت في الفترة [ + ۰ط( حجححجعے, 3 


الحل الثاني : حتاح ٠١‏ في الفترة [ ٢٢ط‏ [ ح=. 
فتکون مجموعة الد ل:(. کل ظط 
حل في ح العادلة ۲۷ حتا س - حا س = 7۲۷ 
استنتج مجموعة الحل في الفترة [۰ ۰ ۳۲۰ ] 


لو قسمنا حدود العادلة على ۲ لأصبحت 


۲۷ _ ١ پت‎ 

ےو جو می دو 

اق : كنا :0 كفاين کا كا موا گا کے 

آو: حتا (۳۰" +س) <حتا و (لماذا ؟ ) 

ہے ۲.۰ +س < +ه1 +۲۱۰ م 3 مر 
ہیں اک + ۰٦۴م‏ م و صم 


ولاستنتاج مجموعة الحل في الفترة [. ۰ ۳۹۰ ] نعوض عن م بقيمها الصحيحة الناسبة فنجد: 
من المجموعة : س -- ۳۰ + وه" + .امع 5٠6‏ + ۳۳۹۰ س 2 ۱۵" 
ومن الجموعة : س = .۳ - 60 + ۷۵-۳۹۰ + ۲۹۰" س = ۲۸۵" 
فتکون مجموعة الصسل [۱۵" ۰ ۲۸۰ ] 
سح 
)١(‏ آوجد مجموعة الحسل في ح للمعادلة الواردة في المثال ( ۲ - ۲۷ ) ثم استنتج منها 
الجموعة التي توصلت الیها في الفترة [ ۰ ۲۰ ط [ 
(۲) آوجد مجموعة الحل للمعادلة الثلثية في الفترة العطاة : 
اک عه اک رو ری اهاز 


2 


(۳) حل العادلة : حتا ۲ س - حا ۳ س = ۰۰۱ اس (۳۹۰ (اقسم حدود العادلة على ۲۷ ) 


آوجد مجموعة الحل للمعادلة المثلثية في الفترة العطاة 
اف تا ظ۲ 0 ظط ا( 


باستخدام حا 7 ح =۲ حا ح جتاح نجد : 


٣حاح‏ جتاح - احاح =. , حاح (۲چتاح-۲ )=۰ 
سک احاح < ٠‏ أو ۲ چتاح - ۲ < , 

تا ادن أو جتاح = -5- 

خاک دع اخ = . وط 

جتاح = ا لیس لها حل . )ذا( 


إذن مجموعة الحل - [ ۰ ٠‏ ط ) 

آوجد مجموعة الحل المعادلة الثلثية في الفترة العطاة : 
آچتا ح +ظاح دقاح ط رح (اط 
(( ) بالتقدیر الدائري . (ب) بالتقیر الستيني . 


بما أن ۲ چتاح + ظاح = قاح 


إذن ۲ جتااح + حاح ١=‏ )اذا( 
۲ حا" ج) + خاح٤‏ من التطابقة الاساسية ( +-غ 
مں 2 3 
سے 00 - حا = ۱ < .۰ 


کے (۲حاح+۱)(حاح-۱) = 


سے حاح -- ل آو حاح =۱ 
کے باق كلظ 


3 3 


الصل هد نط حل مرفوض (لاذا ؟) 
إذن مجموعة الحل بالتقدير الدائري - كط (a.‏ 

مجموعة الحل بالتقدير الستيني =[ ۲۱۰" ۳۲۰۰ ] 
أوجد مجموعة الحل للمعادلة المثلثية : 

قا ح + ظاح = . = 3 [ 1۲.۰ ] 
نضع العادلة علی الصورة : 
قا < = - ظا > 

نے عات 

و سو ات سے حتا ح و . 


ويالتالي ح ع ط , لط (داذا ؟) 
فيكون : حا ح = ١-‏ إذن : ح < كط غير هقيول 
سس إذن مجموعة الحل - 2۵ 
(۱) آوجد مجموعة الحل للمعادلة المثلثية : 
جتا ۲ ح + جتا ح = . 


= 3 [۲۰۰ط] 
(۲) أوجد مجموعة الحل للمعادلة : 

۲ حا س حتا س -۲حااس +۰۱ ۲۷ س و [۲۰۰ط] 
( إرشاد : استعمل قوانین ضعف الزاوية ثم استعمل طريقة الثال ۳ - ۳۸ ) 


تسمارین (۳ - ۸) 


آوجد مجموعة الحل للمعادلات المثلثية الآتية حسب الفترات البينة آمامها . 


( ) بالتقدیر الدائري ٠‏ (ب) بالتقدیر الستيني . 
ج 1 اح 
(۱) حا 5 > < اط 
(۲) ظتاح رد ےہ RSS‏ 
(۳) حاح =ظاح=. > <( > (< اط 
)٤(‏ حاح = جتاحہ ا حرا 
(ه) حا٢ح+حاحے.‏ رد که ور ۳۱۰ 
)1 ظا + جتا ح۰٠‏ ہپ نے حہ ٢ط‏ 


(۷) آجتا اد - جتا ح = . وا اخ 
(۸) اجتاج + ظا ح = قاح + اف 
)٩(‏ قتا - ؛ قتا ح = . و 
(۱۰) آجتااح + حتاآح - آچتا حا - ۱= . 

(۱۱) جتا ح ظتااح -حتا ح 
(۱0) حاح +۲ حتااح < ۱ 


(۱۳) ۲ قاح حاح +۲ = ٤‏ حاح + قاح 


7 
8 

ها یہ و میڈ امه مکی ظز یک د 
اا 


(۱۶) حا ۲ج = حاحہ 
(۱0) حل في ح العادلة : 
۳ ۳ 
خا من خا من ڪا من 
( ارشاد : قسم حدود العادلة على حتا" س ‏ وناقش عما إذا کان : 
س - ط حرط ہم ک مت a‏ 


: حل في ح العادلة‎ )۱١( 
۲ کا ن حا قد ها مهتا ين‎ 
) (إرشاد : طبق قوانين ضعف الزاوية‎ 
: العلاقة بين قياسات زوايا الثلث وأطوال أضلاعه‎ ١١ - ۳ 
: إن عناصر أي مثلث ( ب ح هي أطوال أضلاعه‎ 
اب |= <| بحا 7 .اد‎ 
ح٠ وقیاسات زوایاه :۲ء ب‎ 


سنبحث في هذا البند عن العلاقات بين هذه العناصر . 


أولاً : قاعدة جیوب التمام : هل( ۳۳۸2۲ 

في انشکل (۳ - )4٩‏ المت ۲ ب حد ۰ وضعنا زاویته ۴ في وضع قباسي بحیث تنطبق على 
نقطة الاصل, [ ۶ ب] على الجزء الوجب لحور السینات ۰ ورسمنا داثرة الوحدة التي مرکزها 7 
فقطعت [ ح] في ن ( حتا | حا ؟) (راجع التعریف ۲ - )٤‏ . ومن تشابه المثلثين أ ن و » 


۶ د وپاعتبار القطع ٠و‏ » ۶د + ون ء داخ موجهة نجد : 


ای ۔ لت الفا 

۲ د وعد ااختن| 

حتا_ حاا_ ١‏ 
ا سے ی ا 
ويكون إذن : > ٹا 

3 
بن با ۷ بض ی حا ۴ 

ومن التلث ب ح د القائم في د نجد : 
|ب ها" = إبد] + |د حا" شكل(؟-1؛) 


أى: ۴ =( ك -ب‌حتاا )۲ + (بٴحا- ۰ من قانون المسافة بين نقطتین 


= ها - ابح حتا؟ + ب" حتا ۲+ Pla‏ 
= - ۲ پٴ اما ا ب" (حتا؟۱ + حا"( ) 


فیکون إذن : 7 E E‏ 
ويطريقة مشاپهة : | ےا ۲+ ۲۲ - ۲۷ حتا ب 


0 كن 


احسب زوايا المثلث ۲ بح علماً بان : ۲ 5137-2 , اب 32 ۰ ۱+۳۷ 


ہی r IRE a E‏ ابا 
٣٦٣ "۲2۲ ae‏ +1۷ ۲۷)۱+۳۷(۲ ۲۷" 
ال تیور ید 
۲ ۲۲۷( ۲۷+۲) من 
ےچ کا ” 


Vo = ( ۵+ ٦ (-“۱۸ 2۵ 


ملحوظة (۱۰-۳) 

في المثال ( ۳ - ۶۲) تمکنا من إيجاد زوایا الثلث بعد معرفة أضلاعه وبصورة عامة 

فان عملية إيجاد العناصر الجهولة من أضلاع المثلث وزواياه باستخدام عناصره العلومة 

( أو باستخدام معطیات آخری كافية ) تدعی : حل المثلث . 

حل الثلث ( ب ح الذي فيه 
۳ 


العناصر الجهولة هي قیاسات الزوایا » بح 


4-7 سم و بس ۰ سم »> جاح ه سم 


۰ا اور 

ومن الجداول ( أو الآلة الحاسبة ) نجد ۶> 5۲۹۶ 

٭ ومن ( ٦-٣‏ ) وبعد التعويض وإجراء الحسابات نجد : 

سا یک کل تم وا ( 2 ا 

رد ۹۸ ( من الجداول أو الآلة الحاسبة ) 

+ كد .وذ -( ۲+۹۸ )= .۲ 
شال ( ۳ 044 
يراد حفر نفق عبر جبل من النقطة م إلى النقطة ب 5 
انظر الشكل ( ۳ - ٠١‏ ) فرصدت المسافة من النقطة ح إلى كل رم م 5 


من النقطتين ۴ب فكانتا : ۲۲۱ متراً , ۳۳۹ مترأعلى التوالي:» 


كإذا کانت الزاوية ۴ جک < ۳۸۳۰" فاوجد طول النفق . 0 


سس 
طول النفق = ٢|‏ ب | 


ومن علاقة جيب التمام في المثلث ( ب ح 
|مب1 = |۱ح + إح بإ -۲ ١|‏ ها . | ح ب |حتاح وبالتعویض واستخدام الجداول 
(F1) =‏ + زوم" - ؟ (۲۲۱) x (YA)‏ ۷۸۲۲ر. 
۷۳۹22 سے | ب | 2 ۲۱۸,۲۱م. 
ثانياً : حساب مساحة الثلث معرفة ضلعین والزاوية احصورة بیتهما : 
في کل من الشکلین ( ۳ - ۱ه) ء ( ۲ - ۵۲ ) بفرض ع طول الارتفاع النازل على [ 7 ح ] : 
مساحة المثلث به : م = 0 ۷ ع 


شکل(۰۱-۲) شکل (۰۲-۳) 
ع دح حا دح حا (ط -۲) <حت حاا 


اا قاعدة ا یوب : 


- 


من (*- ۰۸) ۰( 0۹-۲ ) نجد : ہے 


ومن ( ۰0۹-۲( ۱۰-۳) تيد : گل = 


واخیراً , من ( ۳ -۳(۰)۱ ۱۲ ) ينتج : 


هذه العلاقة التي ندعوها : قاعدة الجیوب أو علاقة الجيوب . 


)۱ -۳( 
)٦٦-٤( 
)۳-۳( 


وهي تعني أن : قیاسات أضلاع أي سلٹ تتناسب مع جیوب الزوایا القابلة لها . 


ےه NN‏ 
کے مور و 
00 ھ6 ۱۳9 
|٢!‏ حاب 3 کا" حاب 
EA‏ 
فيكون حا ب = سل (i)‏ 
سم یع٦‏ ر ۵ ۱۲.۰2 (داذا :) 
۸ ۸ ۰ 
< 10 ۲ < 1۵ 
۵ے ۷۷" ۶ (لاذا ؟) 


یوجد مثلثان یحققان الشروط العطاة . 


2 
٭ لحساب ح في الحالة الاولی ۰ 
۔ ۷۴۷ ( مادا( 


حیث حاح = حاه۷* = 


وبالتعويض والحساب تجد أن حّ - ۷+ ۲۷ = ۸٦‏ ر۲ 


گے 
حاحہ 


٭ ولحساپ ح في الحالة الثانية وباستخدام علاقة الجیوب نفسها تجد آن 1 
< - 25۷ 22۲۷ ۲۵.را ( تحقق من ذلك ) 


(۱) استعمل قاعدة جیوپ التمام لحساب حّ في کل من الحلین الواردین في الثال ( ۳ - 10 ) 
(۲) في متوازي الاضلاع ۲ ب ح د :|۶ ب |= س » | ب ح| = ص : قياس الزاوية ] ب ح = ه 
احسب مساحته . طبق ذلك إذا علمت أن س = ۱۰ سم 2 ص = ها سم » ه< .۹ 


(۳) مانوع المثلث الذي يحقق العلاقة ٠‏ حتا ۴ < ب"حتا ب . 


آثبت أنه لایمکن رسم المثلث ۲ ب ح الذي فيه :9 = ه سم ب <۸سم ,9 - .6* 
ہد یس 1 
من قانون الجيب : سک = ل سو اک 
حاب = ها .ع" د للك 4۲۸ار. ( من الجداول ) 
= ۸۸ء را 


ولکن ۰۲۸۱۸ را 28 [ - ۱۰۱ ] وبالتالي لایوجد زاوية قياسها ب بحيث حاب = ۲۸٢‏ ر١‏ ء 


ولایوجد مثلث يحقق معطیات المسالة . 


> 7 2۸ 2 
حل الثلث ۲ ب ح إذا علمت أن :۲ < 14 ٠‏ بے .اسم + احج = ۱۲ سم 


لاحظ آن الجاهیل هي : (, ۵ , ۵ 


۶ سب" +حه -۲ بح حتا۲ وبالتعويض واستخدام الجداول آو الة الحاسبة 


م < ۱.۰۰ + ۱۲۱۰۲-۱86 × ۷۱۹۳ر. ۶ ۳۱۸ر۷۱ 
7 
۴ = ۸٤ر‏ سم 
م ب٣‏ با ۲ 
ن قانون الجيب : ل = س کک حجان = = ویالتعویض : 
ومن قانون الجيب : 5م - حي ج حاب >= وبالتعویض 
نار ۷1ات ے وہر 
5 ۸ر۸ 
و ۵۵۱۹" ( من الجداول أو الآلة الحاسبة ) 
A. 1۱ 90 ۹۹(- ۱۸, = &‏ 


حل المث ۲ بک إذا علمت آن .يك ۱۸۲۷ ES O NEFES‏ 


الجاهیل: ۸۰ A‏ 
و ےھ 
من علاقة الجیوب خر ہک 
a‏ ب + بك 


ومن خصائص التناسب : 


ب - حا 
7 حاب+حاحہ ب + ک ۹ مد 
حاب حاج ب حه ۲ 


)٩-۳( تمارین‎ 


حل المثلث ۶ ب ح في كل الحالات التالية : 


(۱) ۲-21" ےا و شل 
^ ۳ 

yo = . هر1۲‎ = ۰ =P )۲( 

A= + EEG (۲)‏ ک = ۲۸۸ 
۸ و ا 

)¢( ۲ ۶ ۲۱۰۱۲ ؛+ بده WE‏ 

۰ م7 7 ۰ 

(ه) 5 ٩.‏ ف ی ے اتا 

(1) <۲ 12 ف ده 

(۷) ۶ = ےا 5 ۲۷۰۹ 


م 
(۸) أوجد مساحة ال 7 ب ح الذي فيه 1 = ۰۳۱۵۰ ب = ۲ 


لہ 


۳۲ 

۳۰ - آثبت أنه لايمكن رسم المثلث( ب ح الذي فيه ح = ه سم , ب <۲ سم , ب‎ ) ٩( 

(۱۰) حل المثلث التطابق الضلعین الذي یکون قياس زاویته الرأسية ۲۶ ۰ وطول کل من 
ضلعیه التطابقین ۲۱ م 

(۱۱) برهن أنه في أي مثلث ( ب ح تتحقق العلاقة : 


8 هت ہر 
وا ا 


ثم استخدم هذه العلاقة في حل المثلث إذا علم أن : 


بده ۸2سم ۲۰ ۲۷۸ سم ۲ ٩.2‏ 


(۱۲) رجل طوله ۱۷۰ سم » وقف منتصباً على آرض 
مستویة تميل على الافق بزاوية قدرها ۰۳۱۰ کے ھت // 
آوجد طول ظل الرجل على هذه الارض |ذا علمت 
أن زاوية ارتفاع الشمس في تلك اللحظة e‏ 
( يطلب الحل في حالة الشکل الرسوم جانباً فقط ) . 2 


تسمارین عامة 


(۱) حول من تقدير ستيني إلى تقدیر دائري : NS‏ وی 
(۷) حول إلى تقدير ستيني : لالط , ےط , قبط , لاط 
() إذا كانت <۶ مگ في وضع قياسي وتقطع قوساً طوله ۸ سم من دائرة طول نصف 

قطرها ۱۰ سم » فأوجد القياس الدائري للزاوية <۶ من حيث ۰ ١ق ١(‏ ٠من)<‏ ۲ ط 
)٤(‏ إذا كان حا هس , .ر ھا( ۱۸ فأوجد: 
(۱) حتا ه (ب) ظتاه (ح) حا ( -ه) 
(د)حتا(-#+ه) (ھ) حا(ط-ه) ‏ (و) حتا (ط+ د) 
(ز) حارط +ه) ‏ (ع)حا(اط+ه) (ط ) ظا(ه‌ط+ه) 
(۰) آوجد قيمة كل مما يلي مستعینا بالالة ( آر بالجداول ) إن احتاج الامر : 
حتا ۲۸۰" 


ام را ها اه re‏ اه تح 


)0( قيس ظل مئذنة عندما كانت زاوية ارتفاع الشمس ۳۰ , ثم قيس الظل عندما كانت زاوية 
ارتفاع الشمس ۰ ۰ فکان الفرق بين طولي الظلین ۲۰ م ٠‏ فما ارتفاع الثذنة ؟ 


(۷) وقف صبي تحت مصباح مضيئ (مباشرة) فکان ارتفاع الصباح عن رأس الصبي متراً 
واحداً ء ثم تحرك الصبي في خط مستقیم مسافة مترین فکان طول ظله ”م : واستمر 
بالحركة في الاتجاه نفسه مسافة س متراً حتي أصبح طول ظله ٥ر۷م‏ » فما طول 
الصبي ؟ وماقيمة س بالامتار ؟ 


(۸) إذا كانت ظتا ه = - ل , ۳۲۷۰ <ه < ۲۳۱۰ , فاوجد قيمة کل من : 


)0( سس 
222 
7 اط ( ا 1 
۲ مر مس ےرس E‏ تک 


1 1 ظط 
ظاه + حاه حتا (ط - ه) طا (-2- - ه) 
)٩(‏ أوجد بدون استخدام الجداول أو الآلة الحاسبة كلا مما بلي : 
(0) حا ۲۰" حتا ۱۰" + حتا ۲۰ حا.۱" 
(ب ) حتا ٥ه‏ ككارف ےی خاو ها :۰۵ 
(ح) ظا ٤۲‏ + ظا 1۸ 
ڑا ۲" ظا ۱۸" 


(۱۰) آثبت صحة التطابقات الاتية : 


حاآه - حتاآه _ ۱ 
(ب ) E‏ سا ہے ۱ جر حا۲ ه 
ہے جا ف جات - ظاه 

حتا۲ ه + حتا ه +۱ 


۱ ۱ 7 
کے .ماسقا 
(2 ای ی و قا 


آثبت صحة المتطابقات الآتية : 


- حتاهح + حااح 

ل ہے تج 

) ) كح ايده جد 
حا ۸ ه - حا ٤‏ ها 


iS SE ا کت‎ 


ظا ٣ح‏ 


۳۷ 
(۱۲) ها ۱" حتا ۱۵" + حتا ۱۰ حا ۷۰ ا 


أوجد مجموعة الحل للمعادلات المثلثية الآتية ( ۶ ) بالرادیان ٠‏ (ب) بالدرجات . 


(۱۶) حتا ۲ح + ۲ حتاح +۲ = . ۰ رح (۲ ط 
(۱۵) ۷ حتااج - ۳ حتاح = . بر راح راط 
)۱١(‏ قاح قتا لاح = "قتا لاح USS‏ 
(۱۷) حل المثلث ( ب ح الذي فيه جح - ۲۸۵" ۰ ب ٦<‏ وم بكرو + 
(۱۸) حل المثلث ۸ ب ح الذي فيه 30 ۲ RNa‏ ہر نك ووم 
(۱۹) حل الثث ۴ ب ح الذي فيه 2 ۹.۶" , 3 - 0۸ ۰ ۴ = مر۲۱۷. 
(۲۰) في الشكل بجانبة أثبت 

ل ۶ حاب جاج ا 


ثم استخدم الآلة الحاسبة لحساب ع إذا كانت : 


3 


۲ = ۱۵۰م » هه ہر 


(۲۱) في الشکل بجانبه آثبت أن : 


ثم استخدم الآلة الحاسبة لحساب ع 
علماً بان :7 = .. ام ره ۸ یہ 
(11)! ب ح د شكل رباعي محدب ‏ قطره [ ب د ] يقسمه إلى مثلثين : 
الأول : ۶ب د متطابق الضلعين , فيه | ۲ ب | = |۲ د |- ۳۷ سم , = سْ 
والثاني : متطابق الاضلاع والمطلوب : 


١(‏ ) أثبت أن مساحة الرباعي ] ب ح د ( بدلالة س ) = حا س +۳۷۲ حا" د 


(۲ ) عين قيمة س لتكون مساحة هذا الرباعي تساوي ۲ ۲۷ سم۲ . 


2ار لمر کک 


نبذة تاريخية . 

الحاجة إلى توسيع الأعداد الحقيقية . 
الاعداد الرکبة والعملیات علیها . 
الخواص الجبرية للاعداد الركبة . 
یر e MON‏ 

التمثيل الهندسي للأعداد المركبة . 
لیر الت ال 


١-٤‏ نبذة تاريخية 


من العلوم أنه بين عامي ( ۱۱۶ - ۲۳۰ه) عاش في بغداد العالم السلم محمد بن موسی 
الخوارزمي الذي برذ في زمن خلافة المأمون ولمع في الریاضیات والفلك حتی عينه المأمون رئیساً 
لبیت الحكمة الذي یعتبر - آنذاك - من کبری جامعات العالم الاسلامي ؛ يوم لم يكن في غير 
العالم الاسلامي جامعات ؛ وقد کتب الخوارزمي مؤلفه الشهیر ( کتاب الجبر والقابلة ) ولاول مرة 
في التاريخ . صیفت کلمة ( جبر ) وظهرت تحت عنوان يدل به على علم : لم تتاکد استقلالیته 
بالاسم الذي خص به فقط , بل ترسخ کذلك مع تصور لفردات تقنية جديدة معدة للدلالة على 
الاشیاء والعملیات )١(‏ 

والجدیر بالذکر بالنسبة لوضوعنا , أن الخوارزمي حل في کتابه هذا معادلات الدرجة الثانية 
وتطرق إلى وجود حالات ثلاث , فإما أن يكون للمعادلة جذران مختلفان ٠‏ أو أن يكون لها جذران 
متساویان أو أن تکون السالة مستحيلة () ء وهذا مانعبر عنه الیوم بان للمعادلة جذرین 
تخيليين وهکذا یکون الخوارزمي ؛ رحمه الله أول من نبه إلى الحالة التي يكن فیها الجذر كمية 
تخيلية (۳), مما قاد من جاؤوا بعده من الغربیین ؛ الذين ورثوا علومنا ؛ إلى افتراض وجود آعداد 
تخيلية , وذلك في القرن السادس عشر اليلادي ؛ (أي بعد الخوارزمي بثمانية قرون) » ویبدو أن 
الاعداد التخيلية لم تلق اهتماماً إلا في القرن الثامن عشر عندما اکتشف العالم السويسري 
«أويلر» هادع 00270 - (۱۷۰۷ - ۱۷۸۳م) - وجود علاقة وثيقة بین الاعداد الرکبة 
والدوال المثلثية تعرف بعلاقة أويلر , والعروف أن أويلر هذا آول من استعمل الرمز أ( من كلمة 
۷ - أي تخيلي ) للدلالة على العدد ۲-۷ » وقد ترجمنا هذا الرمز إلى (ت) إلا أن 


(۱) انظر ( تاریخ الریاضیات العربية بین الجبر والحساب ) : د ۰ رشدي راشد , مركز دراسات الوحدة العربية - بیروت ۱۹۸۹م 
(۲) انظر ( کتاب الجبر والقابلة ) ص ۲۱ ط ۱۹3۸ تحقیق ( د . مشرفة ‏ د. مرسي ) 
)٢(‏ تاریخ العرب العلمي في الریاضیات والفكك - جامعة الدول العربية ط ۳٦۱۹م‏ ت قدري حافظ طوقان 


الفضل - على مایبدو - في تقدیم الاعداد الركبة بالصورة س + ص ت (لاأ + × ) وتمثیلها 
بنقاط في الستوي إلاحداثي يعود إلى الرياضي الألاني «غاوس» (62055 027۱) ( ۱۷۷۷ - 
٥م‏ ) الذي آدرك دلالة هذه الاعداد في الجبر والهندسة . 

٤‏ - ۲ الحاجة إلى توسیع الأعداد الحقيقية 

أنت تعلم أن العادلة : س + ۱ = . لیس لها حل في مجموعة الاعداد الطبيعية ط , وقد كان 
هذا هو الدافع الاساسي لتوسیع هذه الجموعة باضافة عناصر جديدة إليها ( هي مجموعة 
الاعداد الصحيحة السالبة ) للحصول على مجموعة الاعداد الصحيحة‌صیم, ولعلك تذکر أنه لا 
كانت صملا تفي بالفرض عندما واجهتنا معادلات مثل العادلة ۲ س = ۱ ۰ كانت التوسعة 
من مر إلى مجموعة الاعداد النسبية ن لحل هذه العادلة وأمثالها . 

ولعلك تذکر أيضاً أن معادلة مثل : س" = ۲ لیس لها حل في ن لان الجذر التربيمي 
للعدد ۲ ( أي ۲۷ ) ليس عدداً نسبياً ء مما استوجب ضم هذا العدد وأمثاله من الاعداد غير 
النسبية إلى ن لتکوین مجموعة الاعداد الحقيقية ع . 

لقد وجدنا أن مجموعة الاعداد الحقيقية ح , بعمليتي الجمع والضرب العروفتین , أي النظام 
ذي العملیتین ( ح ۰ +۰۰) ۰ تشکل ساحة واسعة للتعامل مع العادلات الجبرية ؛ ولکنها هي 
الاخری لاتخلو من قصور , فالعادلة : س۲ +۱ ےج (-۱) 
وهي من أبسط معادلات الدرجة الثانية , لیس لها حل في ح ؛ مما حدا بمؤسس علم الجبر 
( الخوارزمي ) أن یطلق على أمثالها : معادلة مستحيلة , لائه لایوجد عدد حقيقي يكون 
مربعه مساویاً - ۱ » فمربع العدد الحقيقي هو دوماً اکبر من ( أو يساوي ) الصفر . 

وهذا یقودنا بطبيعة الحال إلى البحث عن مجموعة أوسع من ح تحتوي حل العادلة (4 - )١‏ 
(وماكان على شاكلتها). المطلوب إذن توسیع مجموعة الأعداد الحقيقية ح باضافة عناصر جديدة 
عليها لنحصل على مجموعة جديدة ك نسميها مجموعة الاعداد المركبة تحقق الشروط التالية : 


۱ - أن تکون ح مجموعة جزئية من كس . 
۲ - أن تکون عملیتا الجمع والضرب على ك امتداداً لعمليتي الجمع والضرب على ح 
۳ - أن پوجد عنصر ع 3 ك يحقق العادلة ( 4 -۱). 
٤‏ - ۲ مجموعة الأعداد المركبة والعملیات علیها 
لو طلب منك التحقق من أن ۱-۷ هو حل للمعادلة ( ١ - ٤‏ ) ؛ فغالباً ما تحاول تعویض هذه 
القيمة بالتفیر س في تلك العادلة فتکتب : 
(۲)۱-۷ +۱ = ۱-۷ × ۱-۷ +۱ 
= ۱+۱ 
< صفراً 
مما يقودك إلى القول : إن ۲-۷ هو أحد حلول هذه العادلة لأنه حققها . 
وهذا مقبول من الناحية الشكلية » غير أن الامر ليس بهذه البساطة ء لان العدد ۱۰-۷ ليس 
عدداً حقيقياً ء ومن ثم ليس لنا أن نقول ۱-۷ × ۱-۷ = - ۱ لان العملية × هي عملية 
الضرب التي ليس لدينا لها تعریف خارج الجموعة ح . 
وقد اتفق على تسمية ۷- ١‏ عدداً تخيلياً ونرمز له بالرمز ت كما أسلفنا في البند ( ؛ - ۱ ). 
وبالمثل : إذا عرّفنا العدد الرکب بانه من الشکل : س + ص ت حيث س ‏ ص 3ع ۰ 
فان الإشكال في هذا التعریف هو أنه یتضمن : عملية ضرب بين ت 2ح و ص وح 
للحصول على ص. ت كما يتضمن : عملية جمع بين س <ح ۰ ص.ت تتح 
وليس لدينا تعريف لهاتين العمليتين خارج المجموعة ح , ولحل هذا الإشكال , 
سوف نعرف العدد الرکب بأنه زوج مرتب من الأعداد الحقيقية . 


وقد سبق لك أن تعرفت على الزوج الرتب ( س ‏ ص ) 
من الاعداد الحقيقية بأنه عنصر من الجموعة ح × ح 
وأنه ممثل بنقطة من الستوي الإحداثي . 
ولعلك تذکر أن هناك تقابل بين مجموعة 
الاژواج الرتبة (س ٠‏ ص) ونقاط الستري , 
یقودنا إلى اعتبار الجموعة ح × ح ممثلة بالستوي الهندسي بکامله . 

فإذا قلنا إن كل زوج مرتب (س ۰ ص) 2 ح × ح هو عدد مركب فإن بامکاننا تعریف 


شکل (۱-۱) 


تساوي العددین ( س ۰ ص ) ۰( س, ؛ ص,. ) بانه تساو بين العددین‌س, » س, وکذلك 
بین ص » ص, أي أن : 
(س,.ص,) = ( سې ۰ص ) سے س = سې ۰ ص = صر 
كما نعرّف عمليتي الجمع ©) والضرب © على مجموعة الاعداد المركبة ك على النحو الآتي : 
(س, نص ) © ( سي ۰ ص ) - (س,+س, ۰ ص +صم) ۲-۵ 
(س, -ص[) @ (س ۰ص ) = (س, س, - ص ص ۰ س ص + س ص ) (۶ -5) 
وباعتبار مجموعة الاعداد الحقيقية ممة بنقاط الحور السيني في الستوي الاحداثي ۰ فإن هذا 
یقودنا إلى اعتبار العدد الحقيقي س مساویاً العدد الرکب ( س ۰ ۰ ) أي أن : 

(س ۰۰ )= س لکل سوح (1.-) 
وهذا يعني أن مجموعة الاعداد الحقيقية ح هي مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد المركبة ك , 
ونحصل بذلك على : 
س @ س = (س,۰۰) © (س,۰۰) حسب ( ٤ - ٤‏ ) 


+ (س,+س, ۰۰) (للاذا ؟) 


(لاذا ۶) 


= سس + سم 
س © سې = (س,۰۰) © (س,۰۰) 
کش ا (ilk)‏ 
مما يعني أن تعريف الجمع والضرب على ك هو امتداد لتعريف هاتين العمليتين على ح » 
وبوسعنا أن نکتب إذن : 
(س, ۰ ص ) + ( سي ۰ص ) بدلاً من : ( س ١ص‏ ) ©( سي .صم ) 
(س, ۰ ص ) ۰ ( س .صر ) بدلا من : ( س ص ) © ( سې ۰ صم ) 
من جهة أخرى , فلعلك تلاحظ أن : 
( ۱ -(۱۰۰(۰)۱۰۰) 
تون lk)‏ ( 


مما يعني أن ( ۱۰۰ ) یحقق العادلة ( ١ - ٤‏ ) 
مما سبق نستطيع تعریف مجموعة الاعداد المركبة على النحو الآتي : 
تعریف (؛ - ١‏ ) 
يعرف نظام الاعداد المركبة ( ك , +۰۰ ) بانه الجموعة ح × ح المزودة بعمليتي 
الجمع والضرب المعرفتين بالمعادلتين : 


( سې ؛ ص ) + ( سې » ص ) = ( سې + سې ۰ ص + ص ) 


( س ص (١)‏ سې »ص ) = ( سې سې - ص صې ۰ س ص+ سې ص ) 


)١-4( ملحوظة‎ 


: من المساواة (۲ ۰۰ ) <۲ لاي عدد حقيقي ۲ . نحصل على أن‎ )١( 
) آ رس »ص )= (۰۰۲) (س ۰ص‎ 
س ۰ آص ) لکل ! دح (سءص) دک‎ (= 

(۲) كما هي العادة سنتحدث عن مجموعة الأعداد الرکبة ك الكونة من الازواج الرتبة 
(س » ص) ونحن نعني بذكك النظام ذا العملیتین ( ك , +۰۰ ) 
ویسمی الستوي الإحداثي في تمثیله للاعداد الركبة : المستوي الرکب . 

۱-۷ = ت‎ , ١- - مما سبق نستطيع أن نرمز للعدد الرکب (۰ ۱۰) بالرمز ت حیث ت"‎ )٢( 
یسمی العدد الرکپ ت عدداً تخیلیاً , لیس لان هناك شکاً في وجوده » ولکن للتاکید على‎ 
أنه لا ينتمي إلى مجموعة الاعداد الحقيقية , وحقيقة الامر إن العدد ت لا یتطلب خيالاً‎ 
أوسع لتقبله مما تطلبه العدد السالب -۱ في الانتقال من الاعداد الطبيعية ط إلى الاعداد‎ 
الصحيحة صید,‎ 
: الصيغة الجبرية للعدد الرکب‎ 

لاي عدد مركب (س ‏ ص ) نستطیع الآن ؛ استناداً إلى التعریف ( ٤‏ - ۱ ) والساواة 
( 1 -۱) » أن نکتب : 
(س »ص ) <(س ۰۰) +(۰ ۰ص ) 

= س + ص (۱۰۰) 

= س + ص ت £٤(‏ =( 
وبذلك نحصل على الصيغة س + ص ت للعدد المركب ( س ؛ ص ) . 
يسمى س في الصيغة ( ٤‏ - ۰ ) الجزء الحقيقي من العدد المركب س + ص ت 
میتسمی: خن + اي سابل تلود التخيلي. قالم اتی من اذ ( ۷-۱9 


هو العدد الحقيقي ه » والجزء التخيلي هو العدد الحقيقي - ۲ . 
انظر الشکل ( ۶ - ۲ ) 
شال ( 16۱۳4 
اکتب الاعداد التالية بالشکل س + ص ت . 
رر کی وٹ 
"رت 
بالاستناد إلى الساواة (۶ - ه) ء فان : 


(۰۱ ۲+۱۲ ت ا 


(۳<)۵-۰۳- وت 
وبناء على التعریف ( ١ - ٤‏ ) »فان : 
(۰۱ ۲ )(۰۳ -۵) <( ۲ +۱۰,-۵ +۱) 
<(۱۰۱۳) 5 کل )۴-٤(‏ 
أي أن : (۵-۰۳()۲۰۱) 2 ۱۳ +ت . 
تدريب ( ۱2۶ 
(۱) اختصر ماياتي :,|-۱۸ ۰ ۷۔٣‏ ا جات 
(۲) عبر عن العلاقة (س, ؛ ص,) = ( س, ‏ ص, ) > س = سې ۰ ص = صم 
باستخدام الصيفة الجبرية . 
(۲) اکتب الأعداد المركبة بالصیفة : س + ص ت 
و ہی کی ا رای یں لا 
)٤(‏ اكتب الاعداد المركبة بشكل آزواج مرتبة 


نر رز هو ب+ت ۰ ۲+۲ ت 


)١- ٤( تمارین‎ 


)١(‏ إذا كان ع < (۰)۳-۰۷ع ‏ (۰۲) فاستخدم تعريف الجمع والضرب في ك 
لایجاد : 
EEN EEC)‏ ها( )۶ 

(۲) آوجد حلول العادلات التالية في ك : 
()۱ زین سا زیر رھ ۴ے (ب) (س ۰ص )۲ = (-۰۰۱) 
(ح) (س ۰ص )۲ < (۱۰۰) 

(۳) مثل بيانياً كلاً من الاعداد التالية على الستوي الرکب : 
(۱) ع ۲ +ات (ب) ع ۲-۱ ت اہ ۲-۱-۶ هت 


(داع بع (ھا غ +ع (ی) ع + 
یه 0 ع عم (ط) تعن ےپ 
(6) ۰۱6( +ع ) ك( ع۲ (ل) (ع جع" 


)٤(‏ قد يبدو لاول وهلة أن تعریف الضرب على ك بالعادلة ( ٤‏ - ۳ ) ليس له ما يبرره وأن 
التعریف : ( س »ص ) 0( سس »ص )= (س سې ۰ صرصم ) 
أبسط وأكثر مسايرة لتعریف الجمع بالعادلة ( ٤‏ - ۲ ) . حاول اکتشاف بعض الشکلات 
التي يقود إليها هذا التعریف البدیل ٠‏ 
٤‏ - 4 الخواص الجبرية للأعداد المركبة : 


لنفرض أن لدينا الأعداد المركبة 


E‏ ۲ + ۲ ت 


لنجری الآن عمليتي الجمع والضرب بین ع و ع, بالشکل التالي : 
ع + ع <(۲ + آت ) + (۱-هت) 
۶ (۱+۲)+(۵-۳)ت 
کی کس رت 
غ -(۲ +۲ ت) (۱-هت) 
< ۲ (۱) +۲ (- هت ) +۲ ت (۱) +۲ ت (- هت ) 
۱۰-۲ نت +۲ ت+ه۱ لان ت۲<-۱ 
< ۷ - ۷ ت 
تلاضظ أن النتيجة التي توصلا إليها تتفق مع تعریف الجمع والضرب حسب 
التعریف ( 4 - ۱) ۰ ٍذ آن : 
(osé YET) < )۵-۰۱(+ )۲۰۲(‏ 


)۲-۰۳( < 
)۲+۱۰- ۰۱۵۸ -۲( = )0-:۱()۲۰۲( 
)۷-۰۱۷( 


ويإمكان الطالب أن یتحقق من صحة الساواة في کل مما يلي : 
لاہ یہ ی ہرم 
() مراع ST‏ 
الع عي )افع EEE) HEE‏ 
EDE)‏ )۶ خم ای ) 
كنا آن : 
لام لاع (TeV) (OPES‏ 
= (۲ +۲ ت ) (۱+ت) 


= ۲ + ون - ۳۲ 


<-۱ + هو ت 


ع ع E‏ عم =( ۷-۱۷ ت)+(۲+۲ت)(1ت) 
= ۱۷ - ۷ ت + ۱۲ ت - ۱۸ 


۶ -۱+ وت 
مما يعني أن : 
ETE EEE)‏ ا E‏ 
وفيما يلي سنعمم النتائج التي توصلنا إليها في هذا الثال . 
(أ) خواص التجميع والإبدال والتوزيع : 
بصفة عامة إذا كان : 
ع <س, + ص ت ۰ عم دس + ص ت ۰ مې <سي + ص ت 


أي ثلاثة أعداد مركبة » فإننا باتباع الخطوات السابقة » وسنترك تفاصيل ذلك للطالب » 


نستنتج أن : 
EE‏ حا سی الابدال في الجمع 
CEE ۷‏ الإبدال في الضرب 
ہا اہ اصح CREE‏ ) التجميع في الجمع 
ENS‏ ۶ ) ۶ طق عع ) التجميع في الضرب 
کے و OE‏ بے مق ی توزیع الضرب على الجمع 


وهذه الخواص متوافرة في النظام ( ك ٠‏ + ۰ .) لانها متوافرة في النظام (ح , +۰۰) 


تحقق من الخواص (۱) ۰ (۲) ۳(۰) ۰ (4) ۰ )٥(‏ اعلاه مستخدماً التعریف ( ۶ -۱ ). 


( ب ) وجود العنصر السم‌جاید : 


إذا كان + ب ت هو العنصر الحاید الجمعي » فان : 
( س + ص ت ) +( + ب ت ) = س + ص ت لکل س » ص 3 ح . ولکن الطرف الایمن 
من هذه المساواة هو ( س + ) + ( ص + ب ) ت » مما يعني أن : 

س +7 - س ۶ کن جن 

سے اد ب =. 
أي أن العدد الحقيقي ۰ »وهو العنصر الحاید الجمعي في ح ,هو أيضا العنصر ا محاید 
وإذا کان ۴ + ب ت هو العنصر الحاید الضربي في ك , فان : 
(۲ + ب ت ) ( س + ص ت ) = س + ص ت لكل س ٠‏ ص 3 ح . وحیث إن الطرف 


الأيمن يساوي (] س - ب ص ) + ( ١‏ ص + ب س ) ت فان هذا يقتضي : 


س - ب ص = س ۰ آص + ب س = ص 
م اس دهن E‏ دص | <۱ 
جن س هر س 
فض ہی س + | س E‏ 
۷ ص ص ص س 
أي أن العنصر ا محاید الضربي في ك هو العدد الحقيقي ١ء‏ وهو أيضاً العنصر الحاید 
الضربي في ح كما تعلم . 


عند إيجاد العنصر الحاید الجمعي وكذلك العنصر الحاید الضربي . اکتفینا في ایجاده 
پاستعمال معادلة واحدة لان العملية إبدالیة . آوجد العنصر الحاید الجمعي , وكذلك الضربي 
باستعمال العادلة الأخرى في کل مرة 1 


(جے) النظیر الجمعي والنظیر الضريي : 


یه س لاسن = . ۰ ص +ص < ۰ لان کر سے رت 
جح اد یی کو لی 
سس - س - ص ت = - ( س + ص ت ) هو النظير الجمعي للعدد س + ص ت 
كما أن النظیر الضربي سٌ + صّ ت یحقق : 

E e‏ اس29 
کڪ سس - ص ص - ١‏ ۰ سّ ص + صن س = لان 1١50‏ . ت 
وعندما یگون س + ص ت عد ۰ .فان تمل هاتین العادلتین فى 

س = ۱۱ - چ ا 

ہے ای ام دي 52 

ص = ]د رات و کچھ 

اف اج ۶ 1 ان س س۲ + ص" 
وهذا يعني أن النظير الضربی للعدد س + ص ت هو : 
(س + ص ت )۲ - سے ےگا ری CSE)‏ 


استخدم الخواص الواردة في (۲) ۰ (ب ) ۰ ( ح ) #قبات آن : 
(۱) النظام ( ك ؛ + ) زمرة إبدالية . 


(۷) النظام ( ك ۰) زمرة إبدالية , حیث ك* هي مجموعة الاعداد الركبة باستثناء الصفر . 


(د) تعریف عمليتي الطرح والقسمة : 
باستطاعتنا الآن أن نعرّف ناتج طرح العدد الرکب 
ع = سې + ص ت 
من العدد المركب 
ع < س, ٣ھ‏ ټ 
بالشکل ع, - غ = ع +(-تم) 
حيث - ئم هو النظير الجمعي للعد 52 » أي أن 5 
(س + ص, ت ) - ( س + ص ت ) = ( س - س ) + ( ص - صم ) ت 
وبال نعرّف ناتج القسمة عد ٠‏ حيث ع, عد ۰ , بالشکل : 
۲ 


گے ۱ 
3۳23 م 
حیث نی هو النظیر الضربي للعدد ع, . ومن ( ٤‏ -) نحصل على : 
جد حك اين عن ات ات د 5 
س + ص ت ہے۔' ای ۳ : س + م س + صل 

ےی مت + هن اس 000وس سے یقت ان (۷-٤‏ 

7 س؟ + ص" س٢‏ + ص" ۲ 

۲ ۲ ۲ ۲ 


لاي عدد مركب ع = س + ص ت یسمی العدد الرکب س - ص ت 


مرافقاً للعدد ع ویرمز له بالرمز ع 


لاحظ أن ع هو صورة ع بالتناظر حول محور الاعداد الحقيقية 
كما في شکل ٤ - ٤(‏ ) وأن 


عع =( س + ص ت ) ( س - ص ت) <س۲ +ص ڳ ۰ 


بهذا يمكن الحصول على المساواة ٤(‏ - ۷) بضرب كل من بسط ومقام العدد ع في 


مرافق المقام : 
س + ص ت _ (س, + ص ت) (س, - ص ت) 
سپ * ص ت (س, + صم ت ) (س, - صم ت ) 
۱ 
سم + صا (س, + ص, ت ) (س, - صم ت ) 


لاحظ أيضا أن ع . إذا كان ع, < . وبصفة خاصة فان : 


ج کی ارت اش کی ی 
(س + ص ت ) چو E O‏ اج و 
بما یتفق مع ( ١ - ٤‏ ) 
باعتبار ع ے ١‏ +۲ ت 
ے ۳ - ات 
۳ 4 
29 
وجد ع 3 
لجل 
OT‏ 
ا E‏ 
= ۱ 
+١‏ ۲ت 
ۓ ا يشو نكل مخ الیسط والقام و 7-23 کد 
وسر بضرب كل من البسط والقام في ع, ت 
= ا 5 
= س لن 
EN 4‏ 


(۲+۱ ت) (۲ +ت) 0 
= تم بضرب كل من البسط والقام في ع = ۳ + ت 


(ب) فل دك الرععو. 
(ح) ع دع كلع دوک 
تمسارین (۶ -۲) 


(۱) ضع القادیر التالية في الصورة س + ص ت 


5 ۲+۱۱ 
(0) جلك يلعف مالعا .)لي علب 
(۲) على افتراض أن ع = س + ص ت بط المقادير التالية : 
(۷)ع+ ()ع-ع مط (مع-غع"' 


(۲) أثبت أن الجزء الحقيقي للعدد المركب ع يساوي ل ( ع + ) 
وأن الجزء التخيلي هو جل ( ع - ع) . 
)٤(‏ أثبت أن مرافق ع هو ع , أي أن ع - ع . 
)٥(‏ ضع الاعداد التالية في الصورة س + ص ت 
() ت (ب)ت (ح) ت" (د) ت (ھ) ت" 


(و) تأ (حیدن‌و ط) (ز )تاف ۳ (ع)تان +۲ (ط)نان*؟ 


ارشاد : لاحظ أن ت ۴+ = ت ۴ ۵ وأن ت۴“ ے(ت؟)" لكل م »ن 5 ط. 
»( ضع القادیر التالية في الصورة س + ص ت 


(۲۷()۴ +ت) (۲۷-ت) 


(د) و وا اک ھی 


ئا 


(۷) احسب ناتج القسمة ع في كل من الحالات التالية : 
گت 7 


و ع ۷+۱ ۲ ت 2 ع = ۲۷+ ت 
(ب) ع «ت : ع رھت 
(ح) ع Ee 5 ١2‏ 


(۸) هل ع< ت هو الحل الوجید للمعادلة ع" = ١-‏ ؟ علل إجابتك . 
)٩(‏ آوجد حلول العادلة ع ١١‏ في ك , 


69 یت ان انوا بت جات اة ارب عر عي "خد 
هي زمزة دائرية مولدها العدد ت . 


٤‏ -۵ جذور المعادلة التربيعية 


لو كانت الثمرة الوحيدة من إنشاء نظام الأعداد المركبة هى حل المعادلة س۲ + ١‏ - ۰ لما 
استحقت منا الأعداد المركبة كل هذا الاهتمام . ولكن الحقيقة هي أن النظام ( ك , + , . ) 


یفتح لنا آفاقاً جديدة في حل العادلات الجبرية ء ویسد ثغرات كثيرة كانت موجودة في هذا 
الوضوع . فلننظر إلى الأمثلة التالية : 
() حل العادلات في ك 
مال( 1426 
آوجد جنور المعادلة ‏ ع" -"اع +2۱۳ . 
سس سس 
بإكمال الربع على ع ء نحصل على : 
(ع -۲)۲ ٩-2‏ - 1-2۱۳ 
حت 2۲ + 1-۷ 
سے م 2 ۲+ 1-۷ 
وهي النتيجة نفسها التي نحصل علیها باستخدام قانون حل معادلة الدرجة الثانية : 


o V+ 3-7 
۲ 


نستنتج إذن أن للمعادلة جذرین هما ۲ + ۲ ت » ۳ -۲ ت . 
وباستطاعة الطالب أن یتحقق من ذلك بالتعویض في المعادلة . 


( احظ أن هذه المعادلة لایوجد لها جنور حقيقية ) . 


والشال التالي تعميم لا سبق : 


آوجد جذور معادلة الدرجة الثانية : 


مع" +بع+هد. (-۸) 
حيث ٥ء‏ ب » ح أعداد حقيقية 7 72 . 
ال 
من قانون حل معادلة الدرجة الثانية 


حا ب٢‏ - ٤‏ ۶ جح 
با ١‏ (4:-ه) 


نميز بین ثلاث حالات تحددھا إشارة القدار ب" - ٤‏ ۶ح . 
الحالة الاولی : ب -1اح» . 
في هذه الحالة يكون للمعادلة جذران حقیقیان هما : 


دب + اپا - ٤د‏ ددن دما 2:50 ٠‏ هد 


< ع ٠‏ ي 


5 ۳۲ 
الحالة الثانية : بأ - ۲۶ ح=. 
عندئذ یکون للمعادلة جذر واحد هو العدد الحقيقي 
الحالة الثالثة :باخ وء 
في هذه الحالة نلاحظ أن : 
ا کک جت -( ۱ج - ب٢)‏ 
EEE,‏ سس 


= اض -پ؟ ت 


حیث ۱۶۷ ح -ب؟ عدد حقيقي لان ۶ ح - با > . 
فیترتب على ذلك أن للمعادلة ( ٤‏ - ۸ ) جذرین مرکبین » هما : 


2 3 xi ۳۲ 

بناء على ذلك بإمکاننا أن نبدي املاحظات التالية على حلول المعادلة ( ٤‏ - ۸ ) 
(۱) لعادلة الدرجة الثانية جذر واحد على الأقل ء أو جذران على الاکثر في ك . 
(۷) جذرا العادلة ( ٤‏ - ۸ ) الرکبان مترافقان . 
(۳) للمعادلة ع" + ١‏ = . جذران تخیلیان هما + ت . 
(۱) حل في ك كلا من العادلات الاتية : 

(1) ا +ع +۰2۱ (ب) ع۱<۲ 

(ح) ع ۸۱ (د) +۲ ۲+۲۷ 2<. 
(1) کون معادلة من الدرجة الثانية عرف جذراها كما ياتي : 


(۲) الجذران : سل + لت , 


۰ 8 
N‏ 
(ب) الجذران هما  :‏ ات .> م[ +ت. 
(۳) ماهو الجذر الآخر لمعادلة من الدرجة الثانية أحد جذريها بإه - ۲ ت ؟ وماهي المعادلة ؟ 
(ب) إيجاد الجذور التربيعية للعدد المركب : 


احسب الجنور التربيعية للعدد ۳ + ۶ ت 


علی افتراض آن س + ص ت هي الصورة العامة للجذر التربيعي ء فان : 
(س + ص ت)۲ = ۳+ ت 
س٢‏ - ص۲ + ۲ س ص ت = ۳ + ٤‏ ت 

سک س۲ - ص۳۶۲ » ۲ س‌ص 2 :۶ 


نستنتج من العادلة الثانية أن س د ۰ » ص عبد . وبتعويض ص = ل في العادلة 


الأولى نجد أن : 
س؟ - رج با 
(س۱)۲ - ۲س۲ - و < . بعد الضرب في س وإعادة الترتيب 
(س۲ - 4 ) (س۲ + ۱ )= ۰ بعد تحلیل الطرف الأيمن 


ولکن بما أن س عدد حقيقي » نستبعد الحالة س < + ت 


سو ل ر ۲ 06 
في حالة س =۲ تكون ص = سل = ١‏ ء وفي حالة س = - ۲ تكون ص < سل = - ١‏ 


إذن للعدد ۲ + ۶ ت جذران تربيعيان هما + (۲ +ت ) . 
تحقق من نتيجة الثال ( ٤‏ - ه ) بتربيع كل من الجذرين . 


أوجد الجذور التربيعية للعدد - ت 


افرض أن س + ص ت هي الصورة العامة للجذر التربيعي » إذن : 


(س + صت )۲ = -ت 


س"- ص" = . ۰ ۲ س‌ص ١--‏ 
من المعادلة الثائية نحصل على صف ہیں فنعوض في : 
المعادلة الأولى للحصول على 0 - سس دب سات 
س4 س؟ ع بك وقد استبعدنا س۲ = - ل لان س 3 ح 


إذا جذرا العدد -ت هما: +( سل - لدت) 
cya‏ 
(۱) تحقق من نتيجة الثال ( ٤‏ - ۱ ) بتربيع كل من الجذرين : 
(۲) آوجد الجنور التربيعية للاعداد الآتية : 
()-۳+٤ت‏ (ب) ۱۲-هت (مح)-٦۔ھ۸ت‏ ()۱+ ۲۷ت 


تتمارین (4 -۲۰) 
آوجد جنور العادلات التالية : 
(۱) ع۲ ٩+‏ < . ۲( ۳ + ٤ع‏ +۲ 2 . 
اھ شید ماده )٤(‏ ع <۲ع - 3 


استخرج الجنور التربيعية لکل من ال مقادير التالية : 


آوجد قيم س ق ص الحقيقيتين في کل من العادلات التالية : 
٤( )۸(‏ +۲ ت) (س - ص ت) ۱ 
)٩(‏ (۵-۱) (س +ص ت )2۲ ۲۵ (۱+ت) 
آوجد س » ص و ح التي تحقق العادلة 
(۱۰) ( س + ص ت ) (س - ص ت ) = ۰ 
(۱۱) ( س + ص ت ) ( س - ص ت ) < ۱ 
(۱۷) أوجد جميع جنور العادلة ع۲ + ع۲ + ع + =١‏ . 
(۱۳) ایجد ع التي تحقق ع" + سپ = - ۲ 
)٠١(‏ آوجد ع التي تحقق یز 
4 - 1 التمثیل الهندسي للأعداد المركبة 
(أ) القيمة الطلقة للعدد الرکب 
آشرنا في البند -٤(‏ ؟) إلى إمكانية تمثیل العدد الرکب س + ص ت بالنقطة ن = (س ۰ ص) 
في الستوي الاحداثي . 


ولکن النقطة ن في الستوی تحدد قطعة 
الستقیم الوجهة من نقطة الاصل 
<(۰۰۰) الی ن » والتي یرمز لها 
ب من وتسمی متّجهاً من م إلى ن 
وعليه فان المتجه م نهو ممثل آخر للعدد 


المركب س + ص ت 


تعريف(84-؟) 
القيمة المطلقة للعدد الرکب ع = س + ص ت ٠‏ والتي يرمز لها بالرمز | ع | » 


تعرف بانها |ع اد مس" + ص" 


يتضح من هذا التعریف أن القيمة الطلقة للعدد الرکب هي عدد حقيقي غير سالب . 
وإذا کان العدد الرکب ع ممثلاً بالتجه م ن> فان | ع | تساوي طول التجه م ن؟ حسب 
نظرية فيثاغورس , أي المسافة بين م و ن » كما هو واضح من الشكل )٦- ٤(‏ . 


ويما أن: ع ع = (س + صت ) (س - ص ت ) 


N 
فان 2 ع) ماع‎ 
3 A 


وتأخذ الصيغتان ٤(‏ -1) و ٤(‏ - ۷) الشكل التالي 


یی 
اثبت أن | ع| <|ع | مان اع عم |2 ع ,الغ ٠|‏ 


(ب) الصيغة المثلثية للعدہ المركب : 
سبق أن أشرنا إلى إمكانية تمثيل العدد المركب 


ع = س + ص ت 


في المستوي الإحداثي بالنقطة ن ذات الإحداثي 

السيني س والصادي ص . والآن سنتعرف على طريقة 

أخرى للتعبير عن ع . انظر إلى الشكل ( ٤‏ - ۷ ) ولاحظ أن : 
من اع | جتا ه 


شکل (۷-1) 


جاع جا 

حيث ه هي الزاوية المحصورة بين نصف المستقيم [ م سب ونصف المستقيم [ من ٠‏ فهي 
تحدد الدوران الذي يحول [ م سب إلى [ م ن وسنتفق على اعتبار ه موجبة إذا كان هذا الدوران 
في عكس اتجاه عقارب الساعة » وسالبة إذا كان في اتجاه عقارب الساعة . ففي الشكل (4 - ۷) 
نلاحظ أن ه »> . بينما ه < . في الشكل ٤(‏ - ۸) تسمى ه الزاوية القطبية للعدد المركب ع . 
وبوسعنا الآن أن نعبر عن ع بدلا لة القيمة الطلقة والزاوية القطبية بالشكل التالي : تفر 
ع = س + صت 


<|ع|(جتاھ+تجاھ)  )١-4(‏ سیر 


تسمی هذه الصيغة الاخيرة بالصيفة المثلثية للعدد الرکب ع » 


ع دن 


كما تسمى الصیفة س + ص ت بالصيغة الديكارتية ( أو الجبرية ) شکل(٤-۸)‏ 


مشال ر 4 0۷ 
ضع العدد الرکب في كل من الحالات التلية في الصيفة الدیکارتیة : 
(0اع ۲2۱ . دم" 
(0) ا۱ ۰ =۷ 
2+ م۸ 


6 اعا ( جتا ه, + تجاه ) 


= ۲ (جتا ( ٤٥‏ )+ ت جا(ه۳1)) شکل(1-٩)‏ 
= ۲ ( ل + س د) 
ے ا و 


امد اع اتا هي +ت جا هم ) 


(۴) ع = اع |(جتا هم + تجاهم) 
= جتا (-050)+ تجا (-۹۰ٴ) 
= ت شکل(۱۰-۰) 


نلاحظ في هذا المثال أن : 
ےک بالرغم من أن فپ چ هم » أي أن العدد المركب له أكثر من زاوية قطبية واحدة . 
ولكن إذا اشترطنا أن تکون ٠‏ وه < ۲۱۰" فإن کل عدد مركب یصبح له زاوية قطبية واحدة » 


كما يتضح من المشال التالي : 


مثال ( 6۸4 
آوجد الزوایا القطبية لکل من الاعداد المركبة التالية في الفترة [ ۰ ) ومن ثم ضع العدد 
في الصیفة المثلثية : 


نے و وت ا یی جع 


() ع = ۲+۱ ات 


ال 
() اج 1۲۲-۳۱۷ 
۲۷ 
بما آن:ع, = ۱-ت 
۲۷ (جتا هم +ت‌جاه) 
فان : جتا هم = پچ جام پل هکل( -۱۱) 


0ن 55 
وبالتالي : ع = ۷ (جتا ۳۱" + ت حا ٣٣١‏ ) 
© ۱۷-۱-۱۱ 3 
۷۰8 م ۷-۱ 
۳ ہین ۲ 
= ۷( جتا هم +ت‌جاهم) شکل (-۱۲) 
= ۷(-۱+. ت) 
کے جتاهې = ۱ جا قرع وه .۳ 


E‏ کے وكيا 
سے ع = ۷(جتا ۱۸۰ٴ+ت جا ۱۸۰ٴ) 


0 ع |- ۲(-۲۱+(۳۲۷ 


کے ع = ۲(جتا ۱۲۰" +ت‌جا.۱۲") 


(۱) اکتب بالصيغة المثلثية كلا من الاعداد المركبة الآتية : 


ع= ۲ 6 ع< ده + ع<۱ ت ۰ 
ع ع ۳۷ +ت E.‏ ع2< -۱-ت 


(۲) اکتب العدد الرکب بالصيفة : س + ص ت إذا كان : 
(۲)| ۲۷۶۱۶ هده۲۲ (ب) |ع|< ۲۷ ۰ ه- .۱۲ 
(ج) التفسیر الهندسي لعملية اجمع ع, + عم 
(۲) لنفرض أن العددین ا مرکبین 
ع = س + ص ت 
اع = سې + ص ت 


ن (س »ص ) ۰ نې (سې » صم) 


ا و N E‏ 
على الترتيب . إذن المجموع د 3 
ع + ع = (س, +سم) + (ص, + صم ) ت 
ممثل بالنقطة نم (س, + س ١ص‏ + ص, ) ع 
الآن لاحظ أن : د 
شككل(4-4١‏ 
ميل انیم ن خا ميل المستقيم بر ن = e)‏ 


ميل المستقيم م ن, = ميل المستقيم ن نم = 
فنستنتج من ذلك أن م ن)/ نې دب ۰م نې//ن نم وأن الشکل الرباعي م ن, نم نې 
متوازي أضلاع . أي أن مجموع العددين ع, ۰ ع, ممثل بالرأس الرابع لتوازي الاضلاع الذي 
رژوسه الآخری هي ن, ١م‏ » ن, ٠‏ كما هو واضح من الشكل ( 4 - ۱۶ ) . 
(د) آما التفسير الهندسي لعملية الضرب عر عم 
فتتضح بشکل جلي إذا عبرنا عن غ؛ عم 
بالصيغة المثلثية : 


ع = اع | (جتاف +تجام) 


ع غ | (جتاهم #داجاهي) شكر(؛-و١)‏ 
< 4-دهة 
دہج 2 | |[(جتا هم جتا هر - جا هرجا هر ) + 

ت (جتا ھی جا هي + جاه جتاھم)] (-۱۲) 

ومن المتطابقتين ( ۲ ۱۸)ء(٣۔٢٠)نجد:‏ 
جتاف جتاف -جاف جاه = جتا (ھ +ھ) 
٩‏ نہر یی ۶ ۲۰ ۲ 1 ۲ 
جتا هم جا هي + جاه جتاهم = جا (هم +ھم) 

۲ ۱ ۲ ۱ 1 1 


وبذلك تأخذ الصيغة ( ٤‏ - ۱۱ ) الشكل 


عع = اع ااع |[ جتا(ه, + هم ) +ت جا (ه +هم )] (۶- ۱۲) 
أي أن حاصل الضرب ع ع, ممثل بالتجه الذي طوله يساوي حاصل ضرب الطولین 
|غ, | ۱۰ | مزاویته القطبية هي مجموع الزاویتین هم ۰ هم 

غا 6۹۳4 

استخدم الرسم للحصیل علی اد > بد وہ ریہ 

باعتبار ع = ۲+۲ت . جع -۲۷-ت 

ا 

یوضع الشكل ( ؛ - ۱۱ ) أن ع, + ع هو الرأس الرابع لمتوازي الاضلاع الذي رؤوسه 
محددة باع ‏ مع 

كما آن ع -ع تع +(-ع,) 

هو الرأس الرابع لتوازي الاضلاع 
الذي رژوسه الاخری هي ع ۰ م ۰ -ع. . 
وللحصول على ع, ع, نلاحظ أن : 
اع |= ۹+۹۷ = ۲۷۲ 


kl‏ تا بدا 

قر و ج (لانا:) 3 ہہ 

و ہت (لماذا ؟) بت 
إذن ع,ع, ممثل بالتجه الذي طوله 

V1 2] | 


وزاويتة هم + هم = 60" + ٣۳١‏ = 2۲۳۷۵ ا +۳۹۰ 
لاحظ أن الزاوية التي تمثل هم + هم في الفترة [۰ ۰ ۲۳۲۰ ) 
هي هم + هي = ۱۵ كما هو واضح من الشکل ( ۶ - ۱۷ ) . 5 کل( -۱۷) 


تدریب ( 4 ۱۱ ) 


(۱) في الثال ( ٩ - ٤‏ ) آوجد التجه الذي يمثل العدد الرکب عم - ع ثم تحقق من أن : 
عم - ع --(ع - ع,) مستخدماً الرسم . 
(۲) إذا كان ع ,= |ع | ( حتاه, + ت حا هم ) ۰ع, = |ع | (حتا هم +ت حا هم ) ؛ 
5 -|عم|( جتا ھی + ت حا هم ) فأثبت أن 
ERE E‏ > |ع|۰ | |٠إعم|‏ (حتا (ه+هم+ه م) + 
ت حا ( + هم+ه م)) 
: ۷۶6۰۷6۰۱6 =( ۰ع ).ع . ثم طبق )۱۴-١(‏ مرتین . 
(۲) آوجد ناتع ۲( حتا ‏ + ت حا ل ) × ۲ ( حتا ع + ت حا الل ) 


إرشاد : لاحظ أن 


(۳) قانون دي مواقر: 


من الصیفة المثلثية ( ؛ - ۱۳ ) لحاصل الضرب ع, عم نستخلص أنه إذا كان : 
ع -|ع| (جتاه+تجاه) 
فان : ع" =|ع|؟ (جتااه + ت جاه ) )4-٤(‏ 
ع" <|ع" ( جتا٤ھ‏ + ت جاه ) 
۰ 


۰ 
۰ 


ع" = ]ع |" [ جتا (ن ه) + ت جا (ن هد ) ] لكلعدد طبيعي ن (۱۰-۶) 
وعندما تکون |ع |= ۱ فإننا نحصل على العلاقة الهامة : 

(جتا ھ +ت حاه)* = جتا (ن‌ه )+ تجا (ن‌ه) (۱-۰) 
والتي تعرف بنظرية دي موافر ‏ (۱/0:۷:۶ع) 


(۱) اکتب تفصیلاً لبرهان ( ٤‏ - ۱۶ ) ثم استنتج ٤(‏ -۱۰) 


() احسب ( مگ + )۷ 
ف 
لعلك تستنتج بسهولة أن مرافق ع =| ع| (جتاه+تجاه)هى: 
ع داع|(جتاه-تجاه) (Wz)‏ 
وما آن حتا ( اه )= حتاف .حا ده )حاف (لاذا؟) 
فإن بوسعنا أن نعید كتابة ( ٤‏ - ۱۷ ) بالشكل : 
)۸-٤(‏ 


= || (حتا(-ھ)+تحا(-۹د)) 
سنترك لك استخدام 8(7 £7 - ۰۱۸( - ۱۳) 
لتحصل على ناتج قسمة ع = | ع | (حتا هم + ت حا ه) 
دا (حتا هپ + ت حا هم )كي . 
اتعصل على : عد | (حتا زه -ھم)+تحا(ع -هر)) ‏ (-۱9) 


باعتبار ع ۲+۳2 اع 2 ۲۷ -ت كما في مثال ( 4 - ٩‏ ) ء احسب : 


3 د باستخدام الصيفة المثلثية . 


۲ 


E 
لجل‎ 
: نجد أن‎ ) ٩ - ٤ ( بالرجوع إلى مثال‎ 
۳۳۰ = نے وت ره کو .هم‎ =| | 


ومن (؛ - ۱۳ ) فان : 


= | [ جتا (۲ هم ) +ت جا (۲ هم ) ] 
= (۲۷۲)" [جتا ۹۰" + تجا ٩.‏ ] 
= ۸( ۰ +ت) 
< ۱۸ ت 
ع١ (FT. x1) +] Y=‏ +ت جا(<۲۲۰)] 
[٦٤ = ۱‏ جتا ( ۱۹۸۰ ) + ت جا ( 1۱۹۸۰ ) ] 


= 14 [ جتا (۱۸۰ )+ ت جا ( ۱۸۰ ) ] lk)‏ ¢( 
].+۱-[٦٤>‏ 
= 
ومن ( ۶ -۱۹ ) نحصل على : 
سب [ KECE OY E‏ 
۲ 
کے [ چتا ( - ۲۸۵ ) + ت حا ( - ۲۸۵ ۳ 
= جلك [جتا ۷۰" + ت جا ۷ ] (لماذا ؟) 


= ۲ار [ ذدكر. + ت٦٦۹ر.]‏ 
= وور. + ۵.رات 

نہ ےد 
آوجد ناتج کل مما يأتي : 
٤ )١(‏ (حتا كلط + ت حا کچ ) × ۲ (حتا جج +ت حا م ) 
٩00‏ (حتا ستل + ت حا لط ) + ۲ (حتا نط +ت حا ) 
)) [۷( حتا -- + ت حا ط) ]3 


() [حتا لع + ت حا - 0 


تمارین ( -4) 


(۱) ارسم التجهات التي تمثل الاعداد التالية : 
(1) حا (ب) ۲-۳۷ ت (ح) ت اھ پر روش 
(۲) أوجد القيمة الطلقة | ع | والزاوية القطبية ه 3 [. ۲۳۹۰۰ ) لكل من الأعداد المركبة في 
التمرين (۱) ء ثم ضع كلاً من هذه الأعداد في الصيغة المثلثية . 
(۳) اكتب الأعداد التالية بالصورة س + ص ت : 
(۲۷)۱ (جتاه؛' +تجاه؛') ‏ (ب) جتا +٣۰‏ تجا ۲۰ 
(ح) ۲ ( جتا "٩۰‏ +ت جا ۹۰ٴ) (د) ه(جتا ۱۸۰" +ت جا۱۸۰ٴ) 
(ه) ۱۰۰[ جتا (- ۱۰ ) + تجا (-۱۰ ) ] 
(۶) ارسم التجهات ا لممقة للاعداد : 
ع -و+ودت 0 ]اكه 2 2 <۲ ت 
ثم عين على المستوى المركب المتجهات الممثلة للأعداد 
(()عخم لاع جع لماعم ععع هم عد 
(5) استخدم متباينة المثلث »والتي تنص على أن مجموع طولى أي ضلعين في مثلث لايقل عن 
طول الضلع الثالث في إثبات أن : 
اغ |* ۱۶۱ ۱ * ۱ عق دع کد 
)٦(‏ استخدم الصيفة ٤(‏ - ۱۳) لایجاد اع ع ء حيث ع <۱+ت اع <- ۲+۲ ت . 
وضع إجابتك بالرسم . 
(۷) استخدم الصيفة ٤(‏ - ۱۵) لحساب کل من القوی التالية : 


() =" )+=( ہم ۱ 


(۸) استخدم الصيغة )۱٩ - ٤(‏ لایجاد : 


رم لیف ي لکد ملچ 


( - ۷) الجذور التكعيبية للعدد ۱ 
نحن نعلم من دراستنا السابقة أن للعدد الحقيقي ١‏ جذراً تكعيبياً واحداً هو کر و 
وذلك لان المعادلة ‏ ع" ١<-‏ (۲۰-۶) 
ليس لها حل في ح سوى ع۶١‏ اما إذا سمحنا للعدد ع بأن يكون عدداً مركباً فان 
الوضع يختلف , وسنجد عندئذ أن للمعادلة ٤(‏ -۲۰) جذرين إضافيين في ع 
لنفرض أن ع = س + ص ت جذر تكعيبي للعدد ۱ء فهو إذن يحقق المعادلة (4 - ٠‏ ) 


غ 
سے E‏ 
SND KS‏ متك بتحليل الطرف الأيمن 
إذن : ع-ا=. أو ع" +ع+ا=. 


من المعادلة الأولى نحصل على  :‏ ع <۱ 
ومن المعادلة الثانية نحصل باستخدام القانون ( ٩ - ٤‏ ) على : 


TV, 0 1 ے‎ 


وبذلك نجد أن للعدد الحقيقي ۱ ثلاثة جذور : 
الأول منها هو الجذر الحقيقي العروف سلفاً ع ١۶‏ 
والجذران الآخران هما العددان الرکبان الترافقان 


۳۹ 
مما يدل على أن الجذور الثلاثة جمیعها تقع على الدائرة |ع |" = س" + ص۲ = 
التي مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها واحد . 


5 5 كد سا رو ا 
جتا هي + ت جا هم = ¬ + پت 
سس جتاه, = - سل 2 چاه جک 


فإذا کان ٠‏ رر هم ٣٠١<‏ نتج عن ذلك أن هر = ۱۲۰" 


وبما أن ع = ت فإن الزاوية القطبية للجذر ع 


تساوي - هم = - ۱۲۰ أي أن هم ممثة في الفترة 


شکل (1 -۱۸) 
۳ ۰ ) بالزاوية هي = - ۷۲۱۲۰ 2۲۹۰ ۲۲۱۰ جنور العدد ۱ التكميبية 


.ويذلك نحصل على توزیع الجذور التكعيبية ع ۰ ع, ۰ عم للعدد ۱ على دائرة الوحده البین 
في الشکل ( ۶ - ۱۸ ) ؛ حيث تفصل الزاوية ۱۲۰ بین كل جذر وااذي يليه . لاحظ أن النقاط 
6۰:6۰ هي رژوس متلث متطابق الاضلاع مرسوم في دائرة الوحدة ( لاذا ؟) 


(۱) تحقق من أن اع ۲ 


۱ 
e 
0 


(۲) أثبت أن EE‏ انعم 


(۲) أثبت أن المجموعة ( ع » ع ۰ ع ) بعملية الضرب على ك هي زمرة دائرية يولدها 


٢ ۱‏ ۲ کو ۳ 
| لعد؛ کے لاخ 0+ بت 
د یی ۲ مت بحیث ان 2 2 ی 2 ى 


احسب"الجذور التكعيبية للعدد ۸ . 
alm‏ 

الطلوب هو إيجاد العدد الرکب ع الذي يحقق ع"=۲=۸" جج ( لط" د١‏ 
وقد وجدنا أن مجموعة الحل لهذه المعادلة الأخيرة هي الجذور التكعيبية للواحد » أي : 


اہ RS‏ سا لات 
۲ ۳ ۲ ۲ 


ت ) <(۰۱ی» ی ] 

۳ ۱ 2 

> ع 5 LDS‏ ع) 
کک ع 3 (۲۰۲ی۰ ۲ ی ) 
أي أن الجذور التكعيبية للعدد ۸ هى ۱۰۲+ ۳۷ ت , -١۔‏ ۳۷ ت 
لاحظ هنا أن الجئور لا تختلف عن نظیراتها الجذور التکعيبية للعدد ۱ الا من حيث القيمة 
الطلقة , فهي موزعة بانتظام على الداثرة التي مرکزها نقطة الاصل ونصف قطرها ۸۷ - ۲ ۱ 
كما فی الشکل ( ۶ - ۱٩‏ ) ۰ وأولها هو الجذر الحقیقی ۲ العروف على الزاوية القطبیة * 
والثاني على زاوية ۱۲۰" ۰ والثالث على زاوية ۲۶۰" . 


أثبت أن مجموع الجذور التكعيبية للعدد ١‏ 0 


يساوي الصفر » ومن ثم استنتج أن مجموع 
الجذور التكعيبية للعدد ۸ أيضا يساوي الصفر . 


شكل(؛-6١)‏ 
جنور العدد ۸ التكميبية 


مشال ( 4 6۱۲ : 
آوجد الجنور التكعيبية للعدد الحقيقي - ۱ 


e 
: افرض أن ع أحد جذور - ۱ التكعيبية إذن‎ 
(VEE 


جه ( کے -(-ع)۲ = 
فنستنتج أن - ع جذر تكعيبي للعدد ۱ء فهي بالتالي 
تنتمي إلى الجموعة (۱.ی .ی ) ۰ أي أن : 
ع5 [ -۱.-ی.-ی) 
إذن جذور العدد - ١‏ التكعيبية هي : 


تسمارین (۶ - ۵) 


(۱) استخدم فكرة الثال ( ؛ - ۱۱ ) لایجاد الجذور التكعيبية للاعداد التالية : 
2 1 ۲۷ (ب) نے 
وضح إجابتك بالرسم 


(۲) استخدم فكرة الثال ( ٤‏ - ۱۲ ) لإيجاد الجذور التكعيبية للأعداد التالية : 


(۱) -۸ جا کین 
01-0 و 
۲( استخرج الجذور التكعيبية للعدد التخيلي - ت بحل المعادلة ع" ع - ت .مثل هذه 
الجذور في الستوي . 


)٤(‏ إذا کان ع = |ع | ( جتا ه + ت حا ه ) فاستخدم الصیفة ( ٤‏ - ۱۳ ) لاستنتاج أن 
حاصل الضرب ت ع هو العدد المركب الناتج من دوران ع بزاوية ۹۰ حول نقطة الاصل » 
أي أن عملية الضرب في العدد التخيلي ت هو التحویل الهندسي في الستوي الرکب 
الناتج من الدوران بزاوية "٩۰‏ حول نقطة الاصل . 

)۳( في تمثیل الجذور التكعيبية للعدد - ت الطلوبة في التمرین‎ )٤( استخدم نتيجة التمرین‎ )٥( 

)٦(‏ عبر عن الجنور التكعيبية لأي عدد حقيقي موجب س بدلالة الجذر الوجب لاس والعدد 
الرکپ ی = - + لت 

(۷) کرر الطلوب في التمرین )٦(‏ بالنسبة لاي عدد حقيقي سالب . 

(۸) آثبت أن مجموع الجذور التكعيبية لاي عدد حقيقي يساوي الصفر . 


تمارين عامة 


: بسط المقادير التالية بوضعها في الصورة س + ص ت‎ - ١ 


CS | ۱ ()‏ + 
ا ںا (١۔ت)‏ (۲-۱ت) 
(ب) رع هس 


۲ + ۲۷ ت ۲- ۲۷ ت 
۲ - آوجد مجموعة الحل لکل من العادلات التالية : 


RENTED‏ ای (ھ) اماع 
رب EVET‏ یا وہ و اج تس 
۳ - لاي عدد مركب ع استنتج متى یکون ع = ع ۰ ومتى يكون ع <-ع ؟ 
٤‏ - عین مجموعة الحل لکل من العلاقات التالية : 
(۳) ع +۱۶6 زواع دع کان (حه) |ع|- ۱ 
DEO‏ ()|ع| - || e‏ | 


ه - إذا كانت ع" - ( ع)۲ فاثبت أن ع إما عدد حقيقي أو تخيلي . 
١‏ - آثبست أن الضرب في العدد الرکب مد (۱+ت) > (أي التحويل الهندسي 
ع به حك (۱+ت) ع لکل ع 3 ک) هو دوران حول نقطة الاصل بزاوية ٤٥‏ . 
۷ - صف التحويلات الهندسية التالية : 
(۲)عب> ع+(۲+۲ت) لكلع د کک 
(ب)ع بے دع (ح) ع بے - تع 
۸ - أوجد الجذور التكعيبية للعدد التخيلي ت بحل العادلة ع" = ت . 
۹ - إذا كان العدد الرکپ ع هو أحد الجذور التربيعية للعدد المركب ج فاثبت أن ع هو 
الجذر التربيمي الآخر . 
۰ - |ذا كان العدد الرکب ع هو أحد الجذور التكعيبية للعدد الرکب ج فاثبت أن الجذرین 
التكعيبيين الآخرين هما ع ی و ع ی » حیث ی = 2 بت . 
۱ - باستخدام قانون دي موافر استنتج القانونین الثثیین ( ۲ - ۲4 ) ۰( ۲ - ۲۵۰ ), 
العبرین عن حا ٢ھ‏ , حتا ٢ھ‏ بدلالة النسب الڈلٹیة للزاوية ه . 
( ارشاد : احسب ( حتا ه + ت حا ه )" بطريقتين واستفد من تساوي الناتجین ) . 
۲ ۔ أعد التمرین (۱۱) لحساب حا۳ه , حتا؟ه بدلالة النسب الظثية للزاوية ه . 
۳ - اکتب بالشکل المتلثي العدد المركب : 


۱ + حتاآس + ت حااس 


١‏ + حتااص + ت حااص 


کا ی 
٤‏ - اكتب العدد المركب ( ےہ ےہ ) با ê‏ : + ص ت 
د المركب ( جح ) ہہ رد کرت 


آجوبة تمارين الباب الأول 


)١-1(نيرامتلا‎ 


]۱-۰۲[ (م) ۲۱۱۰۲۳۱۰۲۱۰۲۲ . (ب)‎ )١( 


۳۱ ۰۱۰ ۰۱۲ 0 


(۳) ۳۳۰ ۰ ۳۹۰ ۰ ۵۵ ۱۰۰ ۰ 1 
التمارين (۱ - ۲) 
9 )ب( )1°( ۵۰۱۰۰۱۰ 
() (۱) ؛ ۰ .38 

۸۹ ۱ 


تو ار رر E‏ 
التمارین (۲-۱) 
oV ۰ ۱۲۹ )۱( )(‏ , 1۳۲۰ 


9 0) ٭ A‏ دكن 


التمارین )4-1١(‏ 
(۱) (۲) الصفر . (ب)نظائر عناصر المجموعة على الترتيب » ۰ ۰ ۰۶ ۰۲ ۰۲ ۱ 
عا ]۰ ۰1 ۰۰ 
۷ (ب) ۰۱ (ح) نظیر ۱ = ۱.نظیر ۲-۲ (د) (۲(۰)۲۰۰) 
)٥(‏ (۱) الصفر 


التسمارین (۱ -1) 


() (۱) ۰۸ (ب) ۸ 2 (ح) ۲ (د) ۱۰ 
0( ۰.۱ لب ۵ .۰ VM‏ )0 ۲۷۰۴۱ 
لكا و ۷۰و NE‏ هه لصف ا 
تمارين عامة 
(۱) (() ۱۰۹ ۰ ۱۱۹ (د) الصفر 
وق زاق ع FH N‏ كاد لت كه 
)٢(‏ (ب) لايوجد 
0 ۲۱۱۰۱۷ ۰ عم ۴۰۱۰ 
آجسوبة تمارین الباب الثاني 
التسمارین (۲ - ۱) 
5 ه56 ۷۰ 5 
(0 أولاً: المصفوقة مي- | ۴ و إل 
۸ ۰ ۲۲ ه14 0 
ثانياً :)0( سې = ٩۱‏ (ب) سې 1*1 (ح) سپ = سپ 


( د ) الصف الثاني ٦٦ء‏ ۲۲۰۰۰ ھ) العمود الثاني ٦٦ء ٢٢٢ ٤١ ٠٠‏ 
(و) عناصر الصف الثاني هي نفس عناصر العمود الثاني 

(ذ) سې اس > سې اا > ۰ 

{xf س مصفوفة من النوع‎ )۱( Ce) 


(۲) سی , = سړ ی لجميع قیم ه من ۱ إلى ٤‏ وجمیع قیم ی من ۱ إلى ٤‏ 


۲ ب ی ل ه 

a 7 7 (٣(‏ 0 نهد 
ج چپ جح جد ف 
مسلاب اج اال 1ه 


س + ۵۰ ارہ سے 0 
(ب) ص کل 
٤‏ 
ال عع دس 


(ه) س ۱۰۰۶ ۰ ص = ۱۵۰ ے ۱۰۰ ل = 


التصمارین (۲ -۲) 


(۱()۱) 1 ۱ ¥ 
٦ 3‏ ۹ 
(حا ٠‏ پ- 7 
د-١‏ ه+١ا‏ و +۱ 


ہ 
سم 
5 بک چم چم 
9 0 > 5 8 2 3 3 
2 ح ای نے سے تب ب 
عت کے یا کے و صح 
ده ہد لی 2 
0 ما شلد 1 فد 
م 7 
ہمہ 5 


پا کے = 


< ره سے فد 9 
وحم 
| 1 7 لا سس 
مہ ہو Il‏ | 
به 2 
+ + 
ہ به 
3 
۱ 
ہے یو 1 


۷۰۴ 
(د) (۲ -ب ) +حد- | ٤‏ 

3 

1 

٤ ۳۱ 


2 


ت ت۴ 
(ھ) ۱ ۱ ۲ 


التمارین (۲ - ۲) 
00 1 ۳ ل 5 
۱ ۱ : 
8 8 ۲ 
: ۱ ۰ج 
8 | © و ۳] 
١ : Th‏ : 
0.0 ۲ 
١‏ : 
)سس - [! 13 < - ص سن 
(ب) ما و + الماع یی ات ۲ 
(۲) (۱) ۲ * ۲ 4 (ب) ۲۲۳ (ح)۲ ۲ . (د) ۲×٤‏ 


(ه) ٢×۳‏ (و ) ۲۲ ۲ (ز) ۲۶ 
(۱(0) [۷۸] . رپ |۲ 3 ۹ رد۱ ` 
١‏ راو ۸ 4 
Te‏ دس م ہے اعم ۲ 
ys ۷۰ 0 1٤ ۱‏ 2 ۹ 
(0) (۲) صع ۰ (ي) خلا خلا 
(د) خطاً (ه) صح 


التسمارین (۲ - 4) 


0۱( 1 ۱ © ریم وین كلدي 
3 


2 


a ۳۰۵۵۸۸ | 1‏ ¦ 
55 و سح >2 
1 
> دحا ایک 
جا لها 
چم حت 
٦ 3‏ 
ب ب 
! وحوح | 
|+|“ ی دا 
۳ 2 
تخر یہنا 
چم ہ 
۹ رف 


(۲) (۲) س < ۶ > (ب) س=+ا 


(ح ) س = ٤‏ آو س < ۲ »> (د) سن . آوس < ۲ 


التمارين (۲ - ۵) 
)١(‏ (۲) من دا ص ٠>‏ (ب) س اص۱ لحاس ۴۱6 


(د) س<4 , ص --ه (ه)س = ۰۰ ص <-۱ (و)س< ۰۱۷ ص ۱۲ 


٥ Yo o 
00 ۳۹ 1۳ | )۲( (0 
Vo 3 ۳۷ 
٤ انی‎ 317 
۱۹ ۳۷ 3 o 
1 1۱ 1 ۲۵۰ | (ب)‎ 
3 Vo 00 ٦٦ 
۱۹۵ ۷۵۰ Ned 
وكا‎ ۱۰۸۰ ۱۳۹۰ 5 
o ۱۳۳۰ ۱۱۰ 
۲ ۳۹۰ EA. 
2 N.xYo N. xo 
\.xoo MxM |۳؛ء×.'‎ (o 
\. x Vo ۱ء۲‎ ۱۰*۰۳۷ 
۰× SAY Nee 
ب سے‎ 9 
۸. e : ۲۰۱۱) 
Vo ۹۰ ب‎ 
۹ ۸ 5-5 


= 


ق 
۳13 
© (۲) ب | ۱ 
۱ 


پآ ۱۲۳ 
ے ج- 
کے س ہے 
o 4 >‏ 
وہ کے 
اج 
چم 

0 
بت 


التمارین (1-2) 


کت العم سفر 
و ہس الم مش نامز 

(۲) (۱) س= ۲ ۰ صص-- ۱ (ب) س =-څ ء ص - ےھ 
(ھ) س= للبم عدخ (د) لد . مه لے 


۱۲-2 س = -ه ,اص‎ (٦ 
)١[- ه 3ع‎  )( 


(0) (۲) س=. + ص = | . ع=. 
ليقف ےا سنج ۽ و 
(ھ) تچ سد مد 
(د) سد ی 


(۷) هجح -(-۱] 


التمارين العامة 


ت۳3 


(۲) (۴) النظیر الجمعي = 

گے 

النظیر الضربي - ۱ 3 

۲ 

کور 

( ب ) النظیر الجمعي = ا 
لایوجد نظیر ضربي 


(ح) النظیر الجمعي = اھ 
النظیر الضربي = ۱ 
(د ) النظير الجمعي = 1 


لایوجد نظیر ضربي 


(۲) [ ۳ س۲- س ص +۲ ص؟ ] 
۱ 

(9) (ت) ا < ۱ 

(0 (۱) اك 


(ب) س = - ۳ » ص < 


(۷) (۲) لایوجد حل 


(ب) س < - پچ جک 
1 سد عق + مس موف 
(ب) سح لق 0 ص - - كله تا 
دس سح سد اچ 


أجوبة تمارين الباب الثالث 
التمارین ( ۳ -۱) 


)٤(‏ ۲۳ره سم ۰ ۵ هر ۲۳ سم »> آ٩ره.۲‏ سم 0غ ۂ ۹ر۷اسم 


(۰) ه را رادیان 


التمارین ( ۰-۳ ۲) 
٤‏ ۳ 1 
تو ها هن می ہے 
ےس ارت ان 
( ۴ جا 
مت نش یک 
٣‏ ۴ 7 
(50) يتخال جب الت 
)۷( بط رز 
۴ 
١ ۷‏ 3 
EE A)‏ 
٤ ۳‏ 
E )٩(‏ چا : 2 5 
مد هر بای 
o‏ ہے ۳ 
٤‏ ۳ 
(۱۰) ےر ہیں سی 
کپ کان بوجت ان 
سم و سب ساسا 
( ا لد ےر FV‏ مر مد 
(۷) قتا مد (۱۸) ظتاام )۱٩(‏ قتام 


التمارین ( ۳ ۲) 

0( جار اک دی به 

۲ ۲ ۳ 
ری کک ,کر درا 
۳ بلط می 

Ka ۷‏ 
E)‏ کر ہک 
(ه) 3۹4 7 شك مات 

۲ ۲ ۳ 
و اليه 
(۷) قتاه (۸) ظتا ه 
۱۰ عام للك »> ظاها ۳۷-۶ 

0. ھا وف 
)۱۱( حاف < > » حتا هف یں 
س تا نمام 
۱0( حاف = - ٩‏ حتاف 2 جج 
التمارین ( ٤-٣‏ ) 

(۱) |۲ح | <۱۱سم ,| ب‌ح|۸<۶ ۲۷سم ‏ .ابد ٤=|‏ ۲۷سم 
i (E: (E) ۸۵:4)‏ > (ب) هر 
([۲()۰) اب‌ح |= اسم . |۲ح | < ۲۶سم 
(() ۱۶م (۷) درك قدم 


التمارین ( ۳ - ۵) 
 )«( 0(‏ مجں (ب) -(۳۷+۲) 
eg‏ )۲۷+( 
(د) + (و) !5 (ز) ل 
0 .ا 
09 ۳ برچ رش 


) لاه‎ ه+٩(‎ ۰ (ase) 7 0 


)٥()٦(‏ ۲حاه حتای (ب) ۲عتاه حای 
(ح) ۲ حتاه حتای (د) ۲حاه حای 
التمارین ( ۳۲ )٦-‏ 
کی رق ہا ما ۲۱۷۹ 
۷ و۲ و یا کیہ میں 
فی ا ہی 3 تقد م نا 
0 ۱۳ 00 1۱ 


0 
1ج ہیس 


0 (۷) نے ری ,رم . ں کچ ی ۱ (و)- لک 


التمارین ( ۳۲ - ۷) 


(0 («) + . (ب) لد , ریم کج , رسد 
يک 


(ھ) - چو (و) ل 
© (۲) -۲جااحها۲اد ... (ب) ۲حتاادحا۳ح 
(ح) ۲ حتا ه ح جتا لاح ف اه هت 
(ه) -۲ حاه4" حا ۲۰ ف رواخ 
(ز) ۲ حتا ۲۰ حتا ١١‏ > (ح) ۲ حا حتا ۱۰" 
التمارین ( ۳ - ۸) 
ون قط بت ام6 e‏ 
ایا راد .+3) 7م“ E‏ 
(۲) (۱) ( .۰ . ط) 0 رگا 
ERA ) + ( )۱( )9‏ 
(۵) (0)(. کل اط كط ×ط) با (Ti. (ts. (A. ٢٢‏ 
(0 (۱) (. چے٭) و شاف م1۳6۵ 
0) (۱)(ع قط ,طط Be‏ ,4( (ب) (Te «Vo «Norte TV...)‏ 
(0 ( علط لطع EF‏ 
()۱()٩(‏ -ط , -اط , شڈ لط ) < لوٹ ۰۱۱۳۵ ۲۳۱۰۰۲۲۲۵ E‏ 


(۱۰) (()ل. ہی , خط ) (پ) [ ۲۶۰۰۱۲۰۰۱۸۰۰۰ 


۳ 
رس ی و سس 
(ب) [ ۰۰ ۰۲۷۰ (Toc Yo «To cto‏ 
09 (۱)(-, لد , 
(۷) (:)(ۓے۔ اط 
9( ہہ اج 
09 )1ر م ےس 00 


)٩-۳۲( التمارین‎ 


مسلط ) (ب) إلا ۲۳۲۰۰۳۲۱۰ ) 
(o) (E. #-.‏ )< ہج 
(o) )‏ ۲۰۰۰۰۰۱۸۰ ] 


س = ۱۸۰ ك 


ET‏ و 


SS عو و كاذ‎ R=) 


(۲) لایوجد للمثلث جحل 


EVEN ی‎ MST CE) 

() ۲ ۱۲۲۲۶ ۰ ب داه رها ۲-۵ 4 

)١(‏ 0ب Wa,‏ هی گنه 

۳٣١١۰۱۷ ۵۰۳۱ ٣٣ج‎ . A = )۷( 

۳۳٣ )۸(‏ وحدة مريعة 

(۱۰) بك = ٤۸‏ و" ٠‏ إبحه|ع م = ۷46۸و 1۷ متراً 
TET )۱۱(‏ <.۲ ڑاگ س جح ی 


)۷( ۷۱ سم . 


0( ۸ر . رادیان 


(۶) (۲) + ۰ (ب) + . (ح) یڑ 
زد ہے (ه) لے ١‏ (و) + 
(5) تارج ER‏ 
) ۵ ) للك + - ۱۱۰646 ۷ره ۰ کر 
(() ۹۸ره۲ رے كام 
(۷) رام ۲م 
- ا ۵۷+ .ه 
کی راز رون چو ہی 
)٩(‏ (۱) + (ب) هك (ھ) ۲۷ 
(:۱) (۲) (كط, خط .ر (ب) ( ۱۲۰ 
(۵0) (م) (-ع-. عط ) (ب) [ .1 
ED‏ فظن کے رھ چا 
ENE TESS )۱۷(‏ ۶ ره 
(۱۸) ۲ ۷ر١‏ ,ی 2۲2 Sof‏ ۸۵۷ 


)۱٩(‏ ح - ۲۷ر۳۹۰ 


™( تیک ری 


٣٢ر‎ ٤> با‎ 


٢ر‎ ۷۶۲ 


,۳ مت دہ 


آجابة تمارين الباب الرابع 


)١- 4 ( التمارین‎ 

(۱) <(۰۰۱۱) 
(۲) :۰/۰۰ رر 0۵۰ -))ح ری (y-y‏ 
التمارین ( ۶ ۲۰ ) 

(۱) :الات ١‏ پات هرت ارات 


(۵) ۱+ ت,-ت :۱۸۱۸۱ ت۔۱ے۔ت 


)٩(‏ ([۱-۰۱.+ت.-ت)] 


التمارین ( ۶ - ۳) 


)2+۱( + )۰( 


)1 + (۲۷ +ت) 
(۷) + (۲ -ت) 


E 
۲9۵ Yê "0 


)۱( [۲۷ ۳۲۷-۰ ۰ ت ۰ -ت ] 


التمارین ( 4 -4 ) 


(۲) (۶) ۰( جتا.۱۸ +ت جا .۱۸" (ب) ۲ ۳۷( جتا ۲.۰" +تجا5..2*) 


(ح) ۱(جتا ۹۰" +ت جا ۹۰ٴ) (د) ۷ ۲۷ (جتا ۲۲" + ت جاه۲۲") 
٦- )5(‏ 


(۷) -ت ۲۲۰ ت ,رگ + لت ,- ۸۱۹۲ (2۲۷+۱) 


(۸) ۱ -ت ۰ ۷ (حتا ۵ + ت حا ه' ) , - ۲۷ (جتا ۵ + ت حا 1( 


التمارین ( 4 - ۵) 


(۱) (۲۰۲ع۲۰ی) ۰ رک 


> 
>|ه 


(۲) [ت +ت ی »ت ی ] 


اه 


(1) "پاس . الاسى, "لاس 


التمارین العامة 


ما جن 


و وی ا یہ کے 
CY‏ و پچ ۷ 


ولاو ناك ااه (۲-۰۲۰۱-۰۱] 
(۸)[-ت ۰ -ت ی ۰-ت ی ] 
(۱۱) حتا ۲ ه = حتا'ه -حااف ‏ , حا۲ه<۲حاه حتاف 
(۱۷) حتا ۲ ه = ٤‏ حتاآه - ۲ حتاه 
حا ۲ ه ۲ حاه -) حاف 


حتاس 


[ حتا ( س - ص) + ت حا (س - ص ) ] 


پر یت 


(۱۶) عق 


